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Prefacio

En esta version se conservo y reforzé la orientacion de las aplicaciones a la admi-
nistracion y la economia, sin descuidar aplicaciones generales a otras areas, tales co-
mo ciencias sociales, bioldgicas y fisicas, a fin de que la obra pueda seguir siendo
Gtil a una amplia gama de estudiantes.

Las aplicaciones referidas a estas areas se han integrado por completo en el de-
sarrollo de la obra; a veces una aplicacion particular se utiliza para motivar ciertos con-
ceptos matematicos; en otros casos, determinado resultado matematico se aplica, ya
sea de inmediato 0 en una seccidn subsecuente, a un problema concreto, digamos, de
andlisis empresarial. Por lo general, las aplicaciones se ofrecen en estrecha cercania
con el tratamiento del concepto matematico especifico en cuestion. No obstante, cabe
aclarar que las matematicas de esta obra se presentan inicialmente en un estilo “lim-
pio”, es decir, fuera del contexto de cualquier aplicacién particular. Sélo después de es-
tablecer cada resultado en un nivel puramente algebraico, se aplica éste a un problema
practico.

Aunque se conservaron las caracteristicas principales del libro, que han hecho
de esta obra una de las preferidas por muchos profesores y alumnos, los cambios
mas importantes realizados son los siguientes.

e Se revisaron y actualizaron las lecturas de inicio de capitulo. En ellas se
presentan casos practicos probados en el salon de clases.

 Para que la obra tuviera una mayor unidad, ahora en todos los capitulos se
presenta un caso practico como lectura inicial. Una vez que se estudia el
material del mismo, la solucion del caso se presenta al término del capitu-
lo, y se concluye con algunas preguntas que tienen la finalidad de estimu-
lar el intercambio de ideas entre profesores y alumnos, asi como conducir
a un analisis mas profundo del tema, o bien, sirven de introduccion para el
material que se estudiara en los siguientes capitulos.

PREFACIO  iX
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» Préacticamente todos los ejercicios de la seccion Problemas de repaso del
capitulo se actualizaron y, al igual que con los ejercicios de cada seccion, la
solucion de los problemas con nimero impar se incluye al final del texto.

» En varios ejercicios de la seccion Problemas de repaso del capitulo se pre-
sentan conceptos nuevos, cuyo estudio amplia lo expuesto en el texto. Se
recomienda resolver estos problemas con la finalidad de ampliar la teoria
expuesta; sin embargo, si se omite la resolucion de éstos, se puede conti-
nuar con los siguientes temas sin mayor dificultad.

» Con base en los excelentes comentarios y observaciones de muchos usua-
rios de esta obra, se hizo una revision cuidadosa de todo el libro, con la
finalidad de enmendar las erratas de la version anterior.

Como antes, el libro est4 orientado a la ensefianza de las aplicaciones y a la
utilizacion de las matematicas méas que a las matemaéticas puras. No se hace hinca-
pié en las demostraciones de los teoremas ni se da a éstas un lugar predominante en
el desarrollo del texto. Por lo regular, después de enunciar un teorema, procedemos
ailustrarlo y a analizar su importancia con varios ejemplos, y luego se da la demos-
tracion. Las demostraciones mas dificiles se han omitido por completo.

Este relativo desinterés por los pormenores matematicos da a los estudiantes
el tiempo necesario para mejorar sus habilidades en el uso de diversas técnicas. Se-
gun nuestra experiencia, los estudiantes que aprenden a dominar las técnicas por lo
comun desarrollan una intuicion razonablemente clara del proceso, y la carencia de
un completo rigor matematico no constituye una grave deficiencia.

Distribucion del contenido

Los capitulos 1 al 4 tratan €l célculo diferencia en una variable. Los primeros dos
temas de estos dos capitul os explican las antiderivadas y se ofrece una opcion sobre
como enfocar laintegracion. Después de exponer el método de sustitucién, deinme-
diato se presentan las tablas de integrales, de modo que el profesor que desee pasar
répidamente a las aplicaciones pueda hacerlo.

Por otro lado, si el profesor desea dedicar mas tiempo a las técnicas de inte-
gracion, puede posponer la seccion sobre las tablas y tratar primero la seccion final
del capitulo 5. El segundo de estos capitulos estudia la integral definida y sus apli-
caciones al calculo de areas, analisis gerencial y ecuaciones diferenciales.

El capitulo final constituye una introduccion al calculo diferencial de funcio-
nes de variables.

Seleccionando capitulos y/o secciones de capitulos en forma apropiada,
€l libro puede adaptarse a un curso de célculo, si se seleccionan |os capitul os per-
tinentes. El siguiente diagrama ilustrala estructura del libro en cuanto a requisitos
previos de conocimientos.

14
CALCULO
DIFERENCIAL

RN

56 7
CALCULO FUNCIONES DE
INTEGRAL VARIAS VARIABLES




Por Gltimo, queremos manifestar nuestro agradecimiento al incontable nimero
de personas que nos han hecho invaluables comentarios sobre las versiones anterio-
res del texto. Los cambios realizados en esta nueva edicion estan significativamente
influidos por esta informacion. Consideramos de gran valor las aportaciones de nues-
tros usuarios, por lo cual, reiteramos la invitacion para que nos hagan llegar sus comen-
tarios o sugerencias a la direccion de correo electronico editorialmx@pearsoned.com
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CAPITULO

La derivada

PROPAGACION DE UNA EPIDEMIA

Con frecuencia se estudian modelos mateméticos como
aproximaciones a la realidad. Estos modelos se pueden
analizar desde €l punto de vistamatemético y paraobtener
resultados con respecto a fenémeno que modelan. Asi,
por ejemplo, se han estudiado diferentes funciones que
“gobiernan” el movimiento de proyectiles, el crecimiento
de unadeuda, lagananciapor €l alquiler deviviendas, etc.
Como un g.emplo, una aplicacion del calculo la observa-
mos en el problema al que se enfrenta la doctora Socorro
cuando una epidemia se propoga en una poblacién y, gra-
cias a estudios anteriores en otras poblaciones similares,
sabe que el nimero de infectados, |, después det semanas,
esta dado por laformula

I(t) = 10,000 — 4500(t"%/2 + 1), parat = 1

La grafica de esta funcion de la semana 1 a la 50 se mues-
tra a continuacion:

Propagacién de una epidemia
5000
4500
4000
3500
3000
2500
2000
1500
1000

Numero de infectados, I(t)

Semana, t

TEMARIO \
LIMITES

LA DERIVADA

La grafica de la funcion muestra que el nimero de indi-
viduos al inicio crece rapido; sin embargo, alrededor de
la semana 8 o 10, aunque sigue creciendo, el crecimien-
to empieza a ser mas lento. Ahora bien, con base en el
modelo que se propone para este fendmeno, la doctora
Socorro tendria respuesta a preguntas de su interés, como
las siguientes:

a) ¢Cuéntos casos se tienen en la semana 1?

b) ¢Cual es el aumento de casos de la semana 4 a la
semana 6?

c) En promedio, ¢qué tan rapido se propaga la enfer-
medad de las semanas 1 a 2?

d) ¢Qué tan rapido se propaga la enfermedad en la
semana 9?

e) ¢Queé tan rapido se propaga la enfermedad en la
semana 50?

Con los temas que se abordan en este capitulo us-
ted respondera las preguntas anteriores.

INCREMENTOS Y TASAS

ANALISIS MARGINAL )
CONTINUIDAD Y DIFERENCIABILIDAD (SECCION OPCIONAL)
REPASO DEL CAPITULO

1-1
1-2
1-3
1-4 DERIVADAS DE FUCIONES ELEVADAS A UNA POTENCIA
1-5
1-6
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CAPITULO 1

LA DERIVADA

INCREMENTOS Y TASAS

El calculo diferencial es el estudio del cambio que ocurre en una cantidad, cuando
ocurren variaciones en otras cantidades de las cuales depende la cantidad original.
Los siguientes ejemplos ilustran tales situaciones.

1. El cambio en el costo total de operacidn de una planta que resultan de cada uni-
dad adicional producida.

2. El cambio en la demanda de cierto producto que resulta de un incremento de una
unidad (por ejemplo, $1) en el precio.

3. El cambio en el producto nacional bruto de un pais con cada afio que pasa.

DEFINICION Sea x una variable con un primer valor x; y un segundo valor x,. En-
tonces, el cambio en el valor de x, que es x, — X, se denomina el incremento de X y
se denota por Ax.

Usamos la letra griega A (delta) para denotar un cambio o incremento de cual-
quier variable.

Ax denota el cambio de la variable x
Ap indica el cambio de la variable p
Aq denota el cambio de la variable q
Sea y una variable que depende de x tal que y = f(x) esta definida para todo valor

de x entre x; y X,. Cuando x = x,, y tiene el valor y, = f(x,). De manera similar,
cuando X = X,, y tiene el valory, = f(x,). Asi, el incremento de y es

Ay =y, —y,
= fx) — f(x)
EJEMPLO 1 El volumen de ventas de gasolina de cierta estacion de servicio depen-
de del precio por litro. Si p es el precio por litro en centavos, se encuentra que el vo-
lumen de venta g (en litros por dia) esta dado por

q = 500(150 — p)

Calcule el incremento en el volumen de ventas que corresponde a un incremento en
el precio de 120¢ a 130¢ por litro.

Solucion Aqui, p es la variable independiente y g la funcién de p. EI primer valor
de p es p, = 120 y el segundo valor es p, = 130. El incremento de p es

Ap=p,—p, =130 — 120 = 10

Los valores correspondientes de g son los siguientes:



@ 1. Daday = 2-3x + x2
calcule Ax y Ay si
a)x,=1x=2

b) x,=-1,x,=1

g, = 500(150 — p,) = 500(150 — 120) = 15,000
q, = 500(150 — p,) = 500(150 — 130) = 10,000

En consecuencia, el incremento de q esta dado por
Ag =g, — g, = 10,000 — 15,000 = —5000
El incremento de g mide el crecimiento en q y el hecho de que sea negativo

significa que q en realidad decrece. El volumen de ventas decrece en 5000 litros por
dia si el precio se incrementa de 120 a 130 centavos. @ 1

Sea P el punto (x,, y,) y Q el punto (x,, y,), ambos situados en la grafica de la
funcidony = f(x). (Véase la figura 1). Entonces, el incremento Ax es igual a la dis-
tancia horizontal de P a Q, mientras que Ay es igual a la distancia vertical de P a Q.
En otras palabras, Ax es el recorrido y Ay es la elevacion de P a Q.

Ay <0

Respuesta a) Ax =1, Ay =0
b) Ax =2, Ay = —6

FIGURA 1

En el caso ilustrado en la parte a) de la figura 1, tanto Ax como Ay son posi-
tivos. Es posible que Ax, Ay o ambos sean negativos y ain Ay puede ser cero. Un
ejemplo tipico de un caso en que Ax > 0y Ay < 0 se ilustra en la parte b) de la fi-
gura 1.

En algunas de las aplicaciones que abordaremos més adelante, nos convendra
pensar el incremento Ax como muy pequefio (esto es, s6lo desearemos considerar
pequefios cambios en la variable independiente). Se sobreentiende, por antonoma-
sia, que Ax significa un cambio pequefio de x mas bien que s6lo un incremento. Sin
embargo, en esta seccion no se pondra alguna restriccion en el tamafio de los incre-
mentos considerados; pueden ser pequefios o relativamente grandes.

Resolviendo la ecuacion Ax = x, — X, para x,, tenemos x, = x; + Ax. Usan-
do este valor de x, en la definicion de Ay, obtenemos

Ay = f(x, + Ax) — f(x)

Dado que x, puede ser cualquier valor de x, suprimimos el subindice y escri-
bimos

SECCION 1-1  INCREMENTOS Y TASAS 3
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CAPITULO 1

LA DERIVADA

Ay = f(x + Ax) — f(x)

En forma alternativa, dado que f(x) =y, podemos escribir

y + Ay = f(x + AX)

EJEMPLO 2 Dada f(x) = x?, calcule Ay six = 1y Ax = 0.2,
Solucion Sustituyendo los valores de x y Ax en la férmula de Ay,

Ay = f(x + Ax) — f(x) = f(1 +0.2) = f(1) = f(1.2) — f(2)
— (1.22— (1)2 =144 — 1 = 0.44

Asi que, un cambio de 0.2 en el valor de x da como resultado un cambio en y de
0.44. Esto se ilustra de manera grafica en la figura 2.

Y
y=x?
2L
144F - - - _ _
Ay=0.44 I |
[ |
[
[
| [
[
[
- l L l .
0y 112 2 X
>
Ax=0.2
FIGURA 2

EJEMPLO 3 En el caso de la funcion y = x?, determine Ay cuando x = 1 para cual-
quier incremento Ax.

Solucion

Ay = f(x + Ax) — f(x) = f(1 + Ax) — f(1) = (1 + Ax)> = (1)
= (1 + 2Ax + (Ax)?) — 1 = 2Ax + (Ax)?

Puesto que la expresion de Ay del ejemplo 3 es vélida para todos los incre-
mentos Ax, podemaos resolver el ejemplo 2 sustituyendo Ax = 0.2 en el resultado.
De esta manera,

Ay = 2(0.2) + (0.2)2= 0.4 + 0.04 = 0.44

como antes.




@ 2. Calcule Ay para valores
generales de x y AX, si
a)y=3-2x; b)y=4x-x?

Respuesta a) Ay = —2Ax
b) Ay = 4Ax — 2xAx — (Ax)?

EJEMPLO 4 De nuevo, considere la funciény = x2y determine Ay para valores ge-
nerales de x y Ax.

Solucion Ay = f(x + Ax) — f(x) = (x + Ax)?2 — x2 = 2xAx + (Ax)?

Nuevamente es claro que recuperamos el resultado del ejemplo 3 sustituyen-
do x = 1 en la expresion del ejemplo 4. @ 2

Cuando se establecen en términos absolutos (como en los ejemplos anterio-
res), los cambios de la variable dependiente contienen menos informacion de la que
tendrian si se establecieran en términos relativos. Por ejemplo, enunciados absolu-
tos como, “la temperatura descendié 10°C” o “las ganancias se incrementaran en
$3000” son menos informativos que proposiciones relativas como, “la temperatura
descendi6 10°C en las Ultimas 5 horas” o “ las ganancias se incrementaran en 3000
dolares si se venden 60 unidades extra”. De estos Ultimos enunciados, no sélo sabe-
mos qué tanto cambia la variable (temperatura o ganancias), sino que también po-
demos calcular la tasa promedio en que esta cambiando con respecto a una segun-
da variable. Por tanto, el descenso promedio de la temperatura durante las Gltimas 6
horas es 42 = 2°C por hora; y el incremento promedio de las ganancias si 60 unida-
des més se venden es de 33% = 50 ddlares por unidad.

DEFINICION La tasa de cambio promedio de una funcién f sobre un intervalo
de x ax + Ax se define por la razon Ay/Ax. Por tanto, la tasa de cambio promedio de
y con respecto a X es

Ay _ fx+ AX) — f(X)
AX AXx

Observacion Es necesario que el intervalo completo de x a x + Ax pertenez-
ca al dominio de f.

Graficamente, si P es el punto (x, f(x)) y Q es el punto (x + AX, f(x + AXx))
sobre la grafica de y = f(x), entonces Ay = f(x + Ax) — f(x) es la elevacion y Ax
es el recorrido de P a Q. Por la definicidn de pendiente, podemos decir que Ay/Ax es
la pendiente del segmento rectilineo PQ. Asi que la tasa de cambio promedio de y
con respecto a x es igual a la pendiente de la secante PQ que une los puntos Py Q
sobre la grafica de y = f(x). (Véase la figura 3). Estos puntos corresponden a los
valores X y x + Ax de la variable independiente.

o4

y=1®

FIGURA 3

SECCION 1-1  INCREMENTOS Y TASAS 5



@ 3. Daday = x? + 2x, calcule
la tasa de cambio promedio de y
con respecto a x en el intervalo
a)dex, =1,x,=3

b) dex, = —-1,x,=2

Respuesta a) 6; b) 3

6 CAPITULO T LA DERIVADA

EJEMPLO 5 (Costo, ingresos y utilidades) Un fabricante de productos quimicos
advierte que el costo por semana de producir x toneladas de cierto fertilizante esta
dado por C(x) = 20,000 + 40x ddlares y el ingreso obtenido por la venta de x tone-
ladas esta dado por R(x) = 100x — 0.01x2. La compafiia actualmente produce 3100
toneladas por semana; pero esta considerando incrementar la produccién a 3200 to-
neladas por semana. Calcule los incrementos resultantes en el costo, el ingreso y la
utilidad. Determine la tasa de cambio promedio de la utilidad por las toneladas ex-
tra producidas.

Solucion El primer valor de x es 3100 y x + Ax = 3200:

AC = C(x + Ax) — C(x)
= C(3200) — C(3100)
= [20,000 + 40(3200)] — [20,000 + 40(3100)]
= 148,000 — 144,000 = 4000
AR = R(x + AX) — R(x)
= R(3200) — R(3100)
= [100(3200) — 0.01(3200)?] — [100(3100) — 0.01(3 100)?]
= 217,600 — 213,900 = 3700

De modo que los costos se incrementan en $4000 con el incremento dado en la pro-
duccién, mientras que los ingresos se incrementan en $3700.

A partir de estos resultados, es claro que la utilidad debe decrecer en $300.
Podemos advertir esto con mas detalle si consideramos que las utilidades obtenidas
por la empresa son iguales a sus ingresos menos sus costos, de modo que la utilidad
P(x) por la venta de x toneladas de fertilizante es

P(x) = R(x) — C(x)
= 100x — 0.01x?> — (20,000 + 40x)
= 60x — 0.01x? — 20,000

En consecuencia, el incremento en la utilidad cuando x cambia de 3100 a 3200 es
AP = P(3200) — P(3100)
= [60(3200) — 0.01(3200)2 — 20,000] — [60(3100) — 0.01(3100)? — 20,000]
= 69,600 — 69,900 = —300

Asi pues, la utilidad decrece en $300. La tasa de cambio promedio de la utilidad por
tonelada extra es

AP _ -300 _

AX 100
en donde Ax = 3200 — 3100 = 100. De modo que la utilidad decrece en un prome-
dio de $3 por tonelada con el incremento dado en la produccién. @ 3

EJEMPLO 6 Cuando cualquier objeto se suelta a partir del resposo y se le permite
caer libremente bajo la fuerza de gravedad, la distancia s (en pies) recorrida en el
tiempo t (en segundos) esta dada por



s(t) = 16t2

Determine la velocidad promedio del objeto durante los siguientes intervalos de
tiempo:

a) El intervalo de tiempo de 3 a 5 segundos.

b) El cuarto segundo (de t = 3 at = 4 segundos).

¢) El intervalo de tiempo entre los instantes 3 y 31 segundos.

d) Ellapsodetat + At
Solucion La velocidad promedio de cualquier mdvil es igual a la distancia recorri-

da dividida entre el intervalo de tiempo empleado. Durante el lapso de ta t + At,
la distancia recorrida es el incremento As, y asi la velocidad promedio es la razon

As/At.

a) Aquit=3yt+ At=5

As _ s(t+ At) —s(t) _ s(5) — s(3)
At At -~ 5-3

_ 16(5?) — 16(3%) _ 400 — 144 _ 256 _ ..
2 2 2

Por consiguiente, durante el lapso de t = 3 at = 5, el mdévil cae una distancia de
256 pies con una velocidad promedio de 128 pies/segundo.

b) Ahora,t=3yt+ At=14

As _ s(t+ At) —s(t) _ s(4) — s(3)
At At - 4-3

_ 16(4) — 16(39) _
1

256 — 144 = 112

El movil tiene una velocidad promedio de 112 pies/segundo durante el cuarto se-
gundo de caida.

c) Enestecaso,t =3y At=31-3=1

As  s(t+ A —s(p)  16(33)° — 16(3)°
At At B

N

196 — 144 52
=——71 — =71 =104
2

2

Asi pues, el mévil tiene una velocidad promedio de 104 pies/segundo durante el
lapso de 3 a 3} segundos.

SECCION 1-1 INCREMENTOS Y TASAS 7



@ 4, Si ladistancia recorrida en t
segundos es s = 96t — 16t?, calcule
la velocidad promedio durante

a) elintervalodet=0at=3
b) elintervalodet=2at=4
c) elintervalodet=3at=5
d) elintervalodetat + At

As

32t - At + 16(A1)?

d) En el caso general,

_ S(t+ At —s(t) _ 16(t + At)? — 16t

At At

_16[t2 + 2t - At + (At)?2] — 162

At

= 32t + 16At
At

la cual es la velocidad promedio durante el lapso de tat + At

Todos los resultados particulares del ejemplo 6 pueden obtenerse como casos
especiales de la parte d) poniendo los valores apropiados de t y At. Por ejemplo, el
resultado de la parte a) se obtiene haciendo t = 3y At = 2:

Respuesta a) 48 b) 0 ¢) 32 % =32t + 16At = 32(3) + 16(2) = 96 + 32 = 128 = 4

d) 96 — 32t — 16At

I )crCicios 1-1

(1-8) Determine los incrementos de las siguientes funciones
para los intervalos dados.

1L fX)=2x+7, x=3,Ax=0.2
2. fX) =2+ 3x —5;x=2,Ax =05

X2 —4
. = ix=1Ax=2
3.90) = —5ix=14
4.f(t)=$;t=25,m:5
500
. = + t= =
5. p(t) = 2000 + Tt =2 At=1

6. h(x) = ax?2 + bx + c; xax + Ax
2
7. F(x)=x+;;xax+Ax

5
8. G(t) =300+ —— tat+ At
® t+1’

(9-16) Calcule la tasa de cambio promedio de cada funcién en
el intervalo dado.

9. fx)=3—-7x; x=2,Ax=05

8 CAPITULO 1 LA DERIVADA

10. f(x) =3x2 —5x +1; x=3,Ax = 0.2

X2 -9
11. = ; X=2,Ax=05
a(x) —3 X X
2
12, h(x) = X X+ 1 =5 ax=03

13.f(t) = V4 +1t, t=5 At =124
14. F(x) =% Xxax + Ax

15.G(t) =3+t t=aaa+h

l6.f(x):ﬁ; Xxax + Ax

17. (Crecimiento y variacion de la poblacién) El tamafio de la
poblacion de cierto centro minero al tiempo t (medido en
afios) esta dado por

p(t) = 10,000 + 1000t — 12012

Determine la tasa de crecimiento promedio entre cada par
de tiempos.

a) t=3yt=>5afios



18.

19.

20.

21.

22.

23.

b) t=3yt=4afos
c) t=3yt=3}afios
d) t =3yt = 3%afios
e) tyt + Atafios

(Funcién de costo) Un fabricante descubre que el costo de
producir x articulos esta dado por

C = 0.001x® — 0.3x? + 40x + 1000

a) Determine el incremento en el costo cuando el nimero
de unidades se incrementa de 50 a 60.

b) Calcule el costo promedio por unidad adicional de in-
cremento en la produccion de 50 a 60 unidades.

(Funcion de costo) Con respecto a la funcién de costo del
ejercicio 18, calcule el costo promedio por unidad adicio-
nal en incremento de la produccion de 90 a 100 unidades.

(Relacion de demanda) Cuando el precio de cierto articu-
lo es igual a p, el nimero de articulos que pueden venderse
por semana (esto es, la demanda) esta dado por la formula

1000
Vp+1

Determine el incremento de la demanda cuando el precio
se incrementa de $1 a $2.25.

(Funcién de ingreso) En el caso de la funcion de deman-
da del ejercicio 20:

a) Determine el incremento en el ingreso bruto cuando el
precio del articulo se incrementa de $4 a $6.25.

b) Calcule el incremento promedio en el ingreso total por
dolar de incremento en el precio que ocurre con este in-
cremento en p.

(Crecimiento del PNB) Durante el periodo de 1950 a
1970, el producto nacional bruto de cierto pais se encontra-
ba dado por la férmula | = 5 + 0.1x + 0.01x? en miles de
millones de dolares. (Aqui la variable x se utiliza para me-
dir los afios, con x = 0 siendo 1970 y x = 20 siendo 1990).
Determine el crecimiento promedio en el PNB por afio
entre 1975 y 1980.

(Televidentes) Después de que la television se introdujo en
cierto pais en desarrollo, la proporcién de jefes de familia
que poseian televisor t afios después se encontrd que estaba
dada por la formulap = 1 — e 01,

a) Determine el crecimientoenpentret=3yt=6Yy

b) Determine la tasa de cambio promedio de p por afio.

24.

25.

26.

217.

28.

(Crecimiento de la poblacién) La poblacién de cierta isla
como funcion del tiempo t se encuentra que esta dada por
la férmula

20,000
1+ 6(2)°

a) Elincrementodeyentret =10yt = 30

b) El crecimiento promedio de la poblacién por afio du-
rante este periodo.

(Proyectiles) Una particula que se lanza hacia arriba con
una velocidad de 100 pies/segundo alcanza una altura s
después de t segundos, en donde s = 100t — 16t2 Calcule
la velocidad ascendente promedio en cada caso.

a) Entret = 2yt = 3 segundos
b) Entret = 3yt = 5 segundos
c) Entretyt + At

(Funcion de ingreso) El ingreso semanal total R (en déla-
res) obtenido por la produccién y venta de x unidades de
cierto articulo esta dado por

R = f(x) = 500x — 2x?

Determine la tasa promedio de ingresos por unidad extra
cuando el nimero de unidades producidas y vendidas por
semana se incrementa de 100 a 120.

(Medicina) Cuando se le da cierta droga a una persona, su
reaccion se mide mediante los cambios en la presién de la
sangre, cambios de temperatura, variacion de pulso y otros
cambios fisioldgicos. La fuerza S de la reaccion depende
de la cantidad x de droga administrada y esta dada por

S(x) = x3(5 — X)

Determine el promedio de la razén de cambio en la fuerza
de reaccion cuando la cantidad de unidades de droga cam-
biadex=1ax=3.

(Agricultura) EI nimero de libras de duraznos P de buena
calidad, producidos por un arbol promedio en cierto huerto
depende, del nimero de libras de insecticida x con el cual
el arbol fue rociado, de acuerdo con la siguiente férmula

100
1+x

P =300 -

Calcule el promedio de la razon de incremento de P cuan-
do x cambia de 0 a 3.

SECCION 1-1  INCREMENTOS Y TASAS 9
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En el ejemplo 6 de la seccion 1-1, estudiamos las velocidades promedio de un mo-
vil que cae durante varios intervalos de tiempo diferentes. Sin embargo, en muchos
ejemplos tanto de la ciencia como de la vida diaria, la velocidad promedio de un
mévil no da la informacion de mayor importancia. Por ejemplo, si una persona que
viaja en un automovil choca contra una pared de concreto, no es la velocidad pro-
medio sino la velocidad en el instante de colision la que determina si la persona so-
brevivira al accidente.

¢Qué entendemos por la velocidad de un movil en cierto instante (o velocidad
instantanea, como se denomina regularmente)? La mayoria de la gente aceptaria
que en una idea como la de velocidad instantanea (es precisamente la cantidad que
el velocimetro del automovil mide) pero la definicion de velocidad instantanea pre-
senta algunas dificultades. La velocidad se define como la distancia recorrida en
cierto intervalo dividida entre su duracidn. Pero si nos interesa la velocidad en cier-
to instante particular, deberiamos considerar un intervalo de duracion cero. Sin em-
bargo, la distancia recorrida durante tal intervalo seria cero, y obtendriamos: Velo-
cidad = Distancia + Tiempo = 0 = 0, un valor sin significado.

Con la finalidad de definir la velocidad instantanea de un movil en cierto ins-
tante t, procederemos de la siguiente manera. Durante cualquier intervalo con una
duracion entre ty t + At, se recorre un incremento en la distancia As. La velocidad
promedio es As/At. Imaginemos ahora que el incremento At se hace cada vez mas
pequefio, de modo que el intervalo correspondiente es muy pequefio. Asi, es razo-
nable suponer que la velocidad promedio As/At sobre tal intervalo muy pequefio
estara muy cerca de la velocidad instantanea en el instante t. Mas aln, cuanto mas
corto sea el intervalo At, mejor aproximara la velocidad promedio a la velocidad ins-
tantanea. De hecho, podemos imaginar que a At se le permite hacerse arbitrariamen-
te cercano a cero, de modo que la velocidad promedio As/At puede hacerse cada
vez més parecida a la velocidad instantanea.

En el ejemplo 6 de la seccion 1-1, vimos que la velocidad promedio durante
el intervalo de t a t + At, de una particula que cae bajo la accion de la gravedad es-
ta dada por

as 32t + 16At
At

Haciendo t = 3, obtenemos la velocidad promedio durante un intervalo de duracion
At después de 3 segundos de caida.

As
— =06 + 16A
At 96 BAt

Algunos valores de esta velocidad aparecen en la tabla 1 para diferentes valores del
incremento At. Por ejemplo, la velocidad promedio entre 3 y 3.1 segundos se obtie-
ne haciendo At = 0.1: As/At = 96 + 16(0.1) = 96 + 1.6 = 97.6 pies/segundo.



TABLA 1

At 0.5 0.25 0.1 0.01 0.001

As/At 104 100 976 96.16  96.016

A partir de los valores de la tabla 1 es claro que a medida que At se hace mas y mas
pequefio, la velocidad promedio se acerca cada vez mas a 96 pies/segundo. Es ra-
zonable concluir en consecuencia que 96 pies/segundo es la velocidad instantanea
ent=3.

Este ejemplo es caracteristico de una clase completa de problemas en que
necesitamos examinar el comportamiento de cierta funcion a medida que su argu-
mento se acerca cada vez mas a un valor particular. En este caso, nos interesa el
comportamiento de la velocidad promedio As/At cuando At se acerca a cero. En ge-
neral, puede interesarnos el comportamiento de una funcion f(x) de una variable x
cuando x se aproxima a un valor particular, digamos c. Debe entenderse que x toma
una sucesion de valores que estan arbitrariamente cerca del valor c, si bien x nunca
puede ser igual a c. (Obsérvese que la velocidad promedio As/At no esta definida
si At = 0. Sélo podemos considerar un pequefio, muy pequefio valor de At, pero
nunca un valor cero). Mediante X — ¢ indicaremos que X se aproxima a c; por ejem-
plo, escribiriamos At — 0 en el ejemplo anterior.

Examinemos lo que sucede con la funcion f(x) = 2x + 3 cuando x — 1. Per-
mitiremos de que x tome la sucesion de valores 0.8, 0.9, 0.99, 0.999 y 0.9999, que
sin duda se acercan cada vez mas a 1. Los valores correspondientes de f(x) estan da-
dos en la tabla 2.

TABLA 2

X 0.8 0.9 0.99 0.999 0.9999

£ 46 48 498 4998  4.9998

A partir de esta tabla es claro que a medida que x se acerca a 1, f(x) esté ca-
da vez més cerca de 5. Escribimos entonces f(x) — 5 cuando x — 1.

Los valores de x considerados en la tabla 2 son menores que 1. En tal caso,
decimos que x se aproxima a 1 por abajo. Podemos considerar también el caso alter-
nativo en que x se aproxima a 1 por arriba; es decir, x toma una sucesion de valores
que estan cada vez méas cerca de 1 pero siempre son mayores que 1. Por ejemplo,
podriamos permitir que x tomara la sucesion de valores 1.5, 1.1, 1.01, 1.001 y
1.0001. Los valores correspondientes de f(x) estan dados en la tabla 3.

TABLA 3
X 15 11 1.01 1.001 1.0001
fx) 6 5.2 5.02 5.002 5.0002

SECCION 1-2  LIMITES 11



@ 5. Por el calculo de unos cuan-
tos valores, como en las tablas 2 y
3, evalle los limites.
a) lim (2x + 3) b) lim 2x2

x—3 x—>-1

c) lim x—1
-1 X+ 1

Respuesta a) 9 h)2 ¢)0

12  CAPITULO 1 LA DERIVADA

Otra vez, es claro que f(x) estd cada vez més cerca de 5 cuando x se aproxi-
ma a 1 por arriba.

En consecuencia, cuando x se aproxima a 1 por abajo o por arriba, f(x) =
2x + 3 se acerca a 5. Decimos que el limite (o valor limite) de f(x) cuando x tien-
de a1 esigual a 5. Esto se denota asi:

lim@2x +3)=5
x—1
Damos ahora la definicion formal de limite.

DEFINICION Sea £ (x) una funcidn que esté& definida para todos los valores de x
cerca de ¢, con la excepcion posible de ¢ mismo. Se dice que L es el limite de f(x)
cuando x tiende a c, si la diferencia entre f(x) y L puede hacerse tan pequefia como
se desee con s6lo restringir a x a estar lo suficientemente cerca de ¢. En simbolos,
escribimos

limf(x) =L obien f(X) > Lcuandox —c
X—C

En nuestro ejemplo anterior, f(x) = 2x + 3, ¢ = 1y L = 5. Podemos hacer que el
valor de la funcion 2x + 3 esté tan cercano a 5 como se desee eligiendo x lo sufi-
cientemente cercanoal. @ 5

En este ejemplo, el valor limite de la funcion f(x) = 2x + 3 cuando x — 1
puede obtenerse con solo sustituir x = 1 en la férmula 2x + 3 que define la funcion.
La pregunta que surge es si los limites siempre pueden encontrarse sustituyendo el
valor de x en la expresién dada. La respuesta a esta pregunta es: algunas veces, pe-
ro no siempre. El analisis de la velocidad instantanea de la pagina 450 ya ilustré es-
te punto. En términos de limites, la velocidad instantanea se definié como

. . , . As
Velocidad instantanea = lim —
At—0 At

y si tratamos de sustituir de forma directa At = 0, obtenemos 0/0.
El ejemplo 1 presenta otro caso en que la sustitucion directa no funciona.

EJEMPLO 1 Si f(x) = (x* — 9)/(x — 3), evalle Il'rr; f(x)

Solucién Si sustituimos x = 3 en f(x), obtenemos 3, y concluimos que f(x) no es-
t4 definida en x = 3. Sin embargo, lim f(x) existe, dado que podemos escribir
X—3

f(x):x;:QZ(x—S)(x+3):

+
3 X — 3 X+3

La eliminacion del factor x — 3 es valida siempre que x # 3, y, por supuesto, no es
valida si x = 3. Es fécil advertir que cuando x tiende a 3, la funcién x + 3 esta ca-
da vez més cerca del valor 6. (Facilmente se puede convencer de esto calculando
algunos valores como en las tablas 2 y 3). En consecuencia,



@ 6. Después del ejemplo 1,
evalle

B XZ_
a) lim
)x—>2 X—2

X
b) lim
)xas x2—1

Respuesta a) 4 b) —3

limf(x) = lim(x +3) =3 +3=6 @ 6
X—3 X—3

Al evaluar lim f(x), es legitimo dividir numerador y denominador entre un

factor comun x —Xaccomo lo hicimos en el ejemplo 1, a pesar de que cuando x = c,
estos factores son cero. Esto se debe a que el limite involucra el comportamiento de
f(x) cerca de x = ¢, pero no se refiere al valor de f en x = ¢. Mientras x # c, los
factores del tipo x — ¢ pueden cancelarse. De hecho, el ejemplo 1 ilustré un caso en
el cual f(x) no estaba definida en x = ¢y ain lim f(x) existio.

X—C

Estudiemos la idea del limite desde el punto de vista de la gréfica de la fun-
cién considerada. En primer término volvamos a nuestro ejemplo inicial en que
f(x) = 2x + 3. La gréfica de esta funcion es una linea recta con pendiente 2 y or-
denada al origen 3. Cuando x = 1,y = 5.

Considere cualquier sucesion de puntos P, P,, P,, ..., sobre la grafica (véase
la figura 4) tales que las coordenadas x de los puntos se acercan a 1. Es claro que
los puntos mismos deben estar cerca del punto (1, 5) de la gréfica, y sus coordena-
das y se aproximan al valor limite 5. Esto corresponde a nuestra proposicion ante-
rior de que I|'rr11 (2x + 3) = 5.

X—

y=2x+3

FIGURA 4

El ejemplo f(x) = (x2 — 9)/(x — 3) es un poco diferente. Vimos antes que si
x # 3, podemos escribir f(x) = x + 3. De modo que esta funcién también tiene una
linea recta como gréfica, con pendiente 1 y ordenada al origen 3. Sin embargo, f(x)
no esta definida en x = 3, por lo que el punto (3, 6) no pertenece a la grafica. Este
hecho se indica en la figura 5 usando un pequefio circulo en este punto sobre la li-
nea recta. Otra vez, si consideramos una sucesion de puntos P, P,, P,,..., sobre la

SECCION 1-2  LIMITES 13
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gréfica con coordenadas x aproximandose a 3, entonces los puntos mismos deben
acercarse al punto (3, 6), a pesar de que este punto no pertenece a la gréfica. Asi, a
pesar de que f(3) no existe, el limite de f(x) cuando x — 3 existe y es igual a 6.

En el primero de estos dos ejemplos, tenemos una funcién f(x) = 2x + 3 pa-
ra la cual el limite cuando x— 1 existe y es igual al valor de la funcién en x = 1. En
el segundo ejemplo, tenemos una funcion f(x) = (x> — 9)/(x — 3) tal que el limite
cuando x — 3 existe, pero este limite no es igual a £(3) (de hecho, f(3) no existe en
este caso). La primera funcidn se dice que es continua en x = 1; la segunda funcién
es discontinua en x = 3. Informalmente, una funcidn es continua en x = c¢ si su gréa-
fica pasa a través del valor de x sin un salto o ruptura. Por ejemplo, la grafica de la
figura 5 no pasa por el valor de x = 3 sin una ruptura porque el punto (3, 6) no for-
ma parte de la gréfica. Mas formalmente, tenemos la siguiente definicion:

Ay

FIGURA 5

DEFINICION Una funcién f(x) es continua en x = c si tanto f(c) como lim f(x)
existen y son iguales. e

Analizaremos funciones continuas y discontinuas con mayor detalle en la sec-
cion 1-6.

El célculo de los valores limites de funciones en casos mas complicados
descansa en varios teoremas que se refieren a limites. Establecemos ahora estos teo-
remas e ilustraremos su aplicacién con varios ejemplos, pero no daremos demostra-
ciones de ellos.

TEOREMA 1 Sim, by c son tres constantes cualesquiera, entonces,

lim(mx +b)=mc+b

X—>C




@ 7. Utilizando los teoremas 1

y 2, evalUe los limites siguientes:

a) lim (2x + 3)2 b) lim 2Vx
x—3 X—4

c) lim
)xal X+1

Respuesta a) 81 b) 4 c) 2

Observemos que la funcién y = mx + b tiene como grafica una linea recta con
pendiente m y ordenada al origen b. Cuando x = c, y siempre esta definiday y =
mc + b. Cuando x tiende a c, el punto (X, y) sobre la grafica de esta funcion se acerca
cada vez mas al punto (c, mc + b). Esto es, el valor de y esta cada vez mas cerca de
mc + b, como se establecio en el teorema.

EJEMPLO 2

a) Tomandom = 2, b = 3y c = 1, obtenemos el resultado
lim2x+3)=2(1)+3=5
x—1
que ya dimos antes.
b) Ahoraconm = 1,b = 3y c = 3, tenemos que
IImx+3)=3+3=6

X—3

reproduciendo otra vez un resultado ya obtenido.

TEOREMA 2

a) lim bf(x) = b lim £(x)

b) lim [f0QI" = [lim f(x)]"si [f(X)]"esta definida en x cercano a x = ¢

EJEMPLO 3
a) le_r)r; X2 = [le_rg x]? (por teorema 2(b))
=3 (por teorema 1)
=9
b) Iirrll 52x+3)1=5 I|'r711 (2x + 3)1
" = SEELT (2x +3)+*

= 5[2(1) + 3]!

(por teorema 2(a))
(por teorema 2(b))

(por el teorema 1)

=50E)1=1
(292 1 /X2 09)3
O k=3~ 12 "L?( X3 ) (por teorema 2(a))
1, [X2—=9\]3
=12 [Ixir; ( 3 )} (por el teorema 2(b))
= 1—12 (6)3 (por el resultado del
ejemplo 1)
=18 ® 7
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@ 8. Utilizando los teoremas 1, 2
y 3, evalle los siguientes limites:
a) lim [(x + 3)(1 — x)]

x—-3

by i 3—x
)lepr X3+ 2

c) lim (x + 2x71)
X—=2

Respuesta a) -12 b) 2 c) 3

16  CAPITULO 1 LA DERIVADA

TEOREMA 3

a) lim [f(x) + g(x)] = lim f(x) + lim g(x)
b) lim [f(x) — g(x)] = lim f(x) — lim g(x)
©) lim [f(x)g()] = [lim £GOI0Nm gx)]

X—=C

TR [IX'I? F(®]
9 “m[g(X)}_ [lim g(0)]

con tal de que existan los limites del lado derecho y, en el caso d), el deno-
minador del lado derecho sea distinto de cero.

EJEMPLO 4
a) Iim (x2 4+ 2x) = limx2 + lim 2x  (por teorema 3(a))
x—3 X—3 x—3
=32+ 2(3) (por ejemplo 3(a)
=9+6=15 y teorema 1)

b) Iim (2x3 - %) — 1im (2x¢) — Iim (%) (por teorema 3(b))

x—-1 x—>-1 x—-1

=2limx®—31lim (x — 1)~ (por teorema 2(a))

x—>-1 x—-1

= 2[I|'r111 X2 — 3[I|’rpl (x — 1)]7* (por teorema 2(b))

=2(-1)°-3(-1-1? (por teorema 1)
=-2+3=-}
o x=nDk-9 )
¢) lim—————==1lim(x — 1) lim ( ) (por teorema 3(c))
x—3 -3 x—3 -3\ X—3
= lim (x — 1) lim (x + 3)
X—3 x—3
=@B-1)@B+3) =12 (por teorema 1)
X2 I|'m2 X2
d) lim = = or teorema 3(d
)xlz(x—1> lim (x — 1) (P (@)
X—>-2
(Iim x)2
xX——2
= or teorema 2(b) y 1
== ( (b)y1)
(=2
- (por teorema 1)
= —% & 8




@ 9. Evalle los siguientes limites
por medio de sustitucion del valor
limite de x, siempre que eso sea
valido:

a) I|'rT31 [(x + 3)(1 — x)]

X2 —4 X2 —4
b) lim c) lim
)xafz X+ 2 )xaz X+ 2
X+ 2
d) Iim
)x—>2 x2—4

Respuesta a) —12 b) La
sustitucion no se permite c¢) 0
d) el limite no existe.

Sin duda, el lector habra notado que en la mayoria de estos ejemplos, el valor
limite de la funcidén considerada pudo obtenerse con la simple sustitucion del valor li-
mite de x en la funcién dada. Este método de sustitucién siempre producira la res-
puesta correcta cuando la funcion cuyo limite se estd evaluando sea continua. Esto
se sigue directamente de la definicion de funcion continua. Todos los polinomios
son funciones continuas y cualquier funcién racional es continua, excepto en los
puntos en que el denominador se hace cero. De modo que en el caso de una funcién
racional, siempre podemos evaluar un valor limite por sustitucion con tal de que el
resultado después de la sustitucion sea un nimero bien definido y no uno de la for-
ma 3 o constante /0. Esta misma observacion se aplica a funciones algebraicas de x
a condicion de que estén definidas en algun intervalo que incluya el valor a que tien-
dex. « 9

En los ejemplos que siguen, determinaremos limites por sustitucion. Sin em-
bargo, recomendamos al lector que haga un buen nimero de ejercicios usando los
teoremas anteriores en la forma ilustrada por los ejemplos anteriores. La razon de
esto es que nos encontraremos casos en los Ultimos capitulos en que la utilizacién
de los teoremas desempefia una parte esencial y los limites no podran evaluarse por
sustitucién. (\VVéase los ejercicios 47 y 48 como un ejemplo). S6lo después de haber
dominado la aplicacién de los teoremas debera adoptar el lector el método de susti-
tucién como un medio de evaluar limites.

Puede suceder que al sustituir x = ¢ en f(x), obtengamos un resultado del ti-
po constante,/0. Por ejemplo, suponga que tratamos de evaluar lim (1/x). Al susti-

tuir x = 0, obtendriamos el resultado 1/0, que no esta definido.x_léon tal caso, diria-
mos que el limite no existe. La funcién 1/x se hace indefinidamente grande cuando
X Se acerca a cero, y no se aproxima a algun valor limite. Esto puede advertirse de
la tabla 4, en que aparece una serie de valores de 1/x cuando x toma una sucesion
de valores més y mas pequefios. Es claro que los valores correspondientes de 1/x se
hacen cada vez mas grandes y no pueden aproximarse a algin valor limite finito.

TABLA 4

X 1 05 01 0.02 0.002 0.0002
1

X 1 2 10 50 500 5000

Otro caso muy importante que puede surgir es el de obtener el resultado 0/0,
que esta indefinido, al sustituir x = ¢ en f(x). A menudo, limites de esta clase pue-
den evaluarse cancelando factores del tipo (x — ¢) del numerador y denominador de
fracciones que ocurran en f(x). Esta técnica se ilustro ya en esta seccion y se daran
otros ejemplos ahora.

EJEMPLO 5 Calcule lim £(x) en el caso de la siguiente funcién:
x—-1
X2+ 3x + 2

1—x2

0 x=-1

x# -1
fx) =
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@ 10. Después de los ejemplos
5y 6, evalle los limites

a) lim _x—-4

x»-2 X2+ 5Xx+ 6

. 1-V2-—-x

b) lim ———
x—=1 x —1
X2 —3x—4

) lim ——F—
)x—>4 2—-V8—x

Respuesta a) —4 b) 7 ¢) 20

18  CAPITULO 1 LA DERIVADA

Solucion Haciendo x = —1 en la férmula valida para f(x) cuando x # —1, tenemos

(-1?2+3(-1)+2 _1-3+2 _0
1— (—1)2 1-1 0

En consecuencia, factorizamos numerador y denominador y cancelamos el factor
X + 1 antes de sustituir x = —1.

x+2  -1+2 1

1—-(-1) 2

x2+3x+2:”m x+ X+ 2) — i
x->-1 (L —=x)1 +X) x-11-xX

lim >
x——1 1-—x

El hecho de que f(— 1) = 0 es irrelevante para el limite. (Recuerde que el valor del
limite estd determinado por el comportamiento de la funcion cerca del punto limite
¢, pero no esté influido en absoluto por el valor de f en c).

EJEMPLO 6 Determine

. V1i+x-1
lim —————
x—0 X

Soluciéon Cuando 0 sustituye a x, obtenemos

vVi+0-1_0

0 0
En este caso, no podemos factorizar el numerador directamente para obtener el fac-
tor x que es necesario con el objetivo de cancelar la x del denominador. Superamos
esta dificultad racionalizando el numerador, que se logra multiplicando numerador
y denominador por (V1 + x + 1).

. V1+x-—-1 . V1+x-—-1 Vi+x+1

lim = lim .

x=0 X x—=0 X \/1+X+1
(Vi+x2—-12 . (1+x)—-1

=lim —F——— =lim —F—+———
-0 X(V1I+x+1) w0 x(V1+x+1)
i ——_
-0 X(V1+x+1)
. 1
=lim —————
-0 V91I+x+1
;—i (t'lo
Vi+0+1 2

Obsérvese que en estos ejemplos, el limite final se evalud por sustitucién. En
realidad, los teoremas sobre limites fundamentan este procedimiento de sustitucion.



I -crcicios 1-2

(1-30) Evalue los siguientes limites.

1. lim (3x2 + 7x — 1)
X—2

2. lim (2x2 + 3x + 1)

x—>-1

X+ 1 X2+ 1
3. lim 4. i
=3 X — 2 =3 X+ 3
x2 — 25 X2 — 16
5. lim —— 6. lim
X—5 X2 + 11 x4 X — 4
X2 —4 x2—1
7. lim — 8. lim
xo-2 X2+ 3X + 2 ol X2+ X —2
2 2
9 lim X=X *6 10. 1fm X=X+ 6
X=3 X—3 o2 X2 —X—2
X2+ 3x+2 x2—9
11. lim ———— 12. Iim —
-1 X2 —1 3 X2 —5Xx + 6
X2+ 4x + 4 X2+ 4x + 3
13. lim ————— 14. Iim =—
x——2 X2 — 4 x>-1 X2+ 3x + 2
X +x-—2 x—4
15. Iim —— 16. lim
ol X2 — 3X + 2 ot VX — 2
17, 1im —— 18, lim X =3
" X9 \/;—3 "o X2 —81
x3—1 x3+8
19. lim 20. lim
-l X2 —1 xs—2 X2 — 4
Vx -2 X3 — 729
* 1 *
2L lim e 6a 2.l =3
2
23, II,mx+1 oa. II,mZx +5x+7
=2 X — 2 x—0 X
. V4 +x—-2 . VXx+7-3
25. lim ——— 26. lim
x—0 X X—2 X—2
. Vx+3-2 . V9+x-—-3
27. lim ————— 28. lim
x—1 X2 —1 x—0 X2 + 2x
29, ljm YA EXx—1 30, lim Y2 X1
" x50 V4+x—2 Tl 2—VX+3

(31-36) Calcule Iim f(x), en donde f(x) y ¢ se dan abajo.

parax #= 2

3x—4
3. f(x):{ 5 parax = 2’

Il
)

X2 =3x+1 parax # 1

32. f(x) = 7 parax=1 ¢=1
2
X~ 4 para x # 2
33 fx) ={ X2 . =2
3 parax = 2
2
X+: parax # —3
34. f(x) =1 % . c=-3
-5 parax = —3
2
X_ll parax # 1
35. f(x) =1 % © =1
3 parax =1
X9 parax # 9
Vx-3
36. f(x) = X ; c=9
7 parax =9

(37-41) Las funciones f(x) y los valores de a estan dados aba-
jo. Evale.

i L@ 1) /@

h—0

en cada caso.

3. fx) =2+ 3+ 1, a=1
38. f(x) =32 —-5x+7 a=2
39. fx)=x2—1, a=0

40. fX)=x2+x+1, a=x
41, fx) =2 +5x+ 1, a=x

42. Una particula cae del reposo bajo la accion de la gravedad.
¢Cual es la velocidad instantanea después de 1% segundos?

43. Una pelota se arroja verticalmente hacia arriba con una ve-
locidad de 40 pies/segundo. La distancia recorrida en pies
después de t segundos esta dada por la formula s = 40t —
16t2. Determine la velocidad instantanea:

a) Después de 1 segundo b) Después de 2 segundos

44. En el ejercicio 43, calcule la velocidad instantanea después
de t segundos. ;{Qué ocurre cuando t = %? ¢Cual es la ve-
locidad instantanea cuando t = 3?

45. En este ejercicio, con su calculadora evalGe la funcién

SECCION 1-2  LIMITES 19



46.

20

xt—1

f(X):Xs_l

enx =1.2,1.1,1.05,1.01, 1.005 y 1.001. Demuestre que
el lim f(x) = %. ¢Se acercan sus valores calculados a este
x—-1

limite?

Use una calculadora para evaluar

oy = A

para x = 0.9, 0.99, 0.999 y 0.9999 y para x = 1.1., 1.01,
1.001 y 1.0001. Pruebe que lim f(x) = % ¢Se acercan los
x-1

valores calculados a este limite?

1-3 LA DERIVADA

47. Use una calculadora para evaluar la funcién

ex—1

="

parax = 0.1, 0.01, 0.001, 0.0001 y 0.00001. ¢ Estan los va-
lores calculados cada vez méas cerca de algun numero?
¢Cuénto cree que vale lim f(x)?

x—-0

48. Repita el ejercicio 45 con la funcién

In x

fO=x="1

¢A qué piensa que sea igual lim f(x)?
x-1

En la seccion 1-2, vimos como la definicidn de velocidad instantdnea de un movil
nos conduce de manera natural a un proceso de limite. La velocidad promedio
As/At se calcula, en primer término, para un lapso de duracién entrety t + At, y
luego se calcula su valor limite cuando At — 0. Podriamos describir As/At como la
tasa de cambio promedio de la posicion s con respecto al tiempo, y su limite es la ta-
sa de cambio promedio de s con respecto a t.

Ahora bien, existen muchos ejemplos de procesos que se desarrollan en el
tiempo y podemaos dar definiciones correspondientes de la tasa de cambio instanté-
nea de las variables asociadas.

EJEMPLO 1 (Crecimiento dela poblacién) Durante el periodo de 10 afios de 1970
a 1980, se encontrd que la poblacién de cierto pais estaba dada por la formula

P(t) = 1 + 0.03t + 0.001t?

donde P esta en millones y t es el tiempo medido en afios desde el inicio de 1970.
Calcule la tasa de crecimiento instantanea al inicio de 1975.

Solucién Queremos la tasa de crecimiento ent = 5. El incremento de P entret = 5

yt=5+ Ates

AP = P(5 + At) — P(5)
= [1 + 0.03(5 + At) + 0.001(5 + At)7] — [1 + 0.3(5) + 0.001(5)?]
= 1+ 0.15 + 0.03 At + 0.001(25 + 10 At + (At)?)
—[1 + 0.15 + 0.001(25)]
= 0.04 At + 0.001 (At)?2

CAPITULO 1 LA DERIVADA



@ 11. En el ejemplo 1, encuentre
la tasa de crecimiento instantanea
cuando

a)t=0 b)t=10

Respuesta a) 0.03 b) 0.05

La tasa de crecimiento promedio durante este intervalo de tiempo esta dada por

AP 0.04 + 0.001 At
At

Para obtener la tasa de crecimiento instantanea, debemos tomar el limite cuando
At — 0.

Iim AP = lim [0.04 + 0.001 At] = 0.04
A0 At A0

Asi, al inicio de 1975, la poblacion de la ciudad estaba creciendo a una tasa de 0.04
millones anualmente (esto es, 40,000 por afio). @ 11

La tasa de cambio instantanea de una funcion tal como la del ejemplo 1 es un
caso de lo que llamamos la derivada de una funcién. Daremos ahora una definicion
formal de la derivada.

DEFINICION Sea y = f(x) una funcion dada. La derivada de y con respecto a X,
denotada por dy/dx, se define por

dy = Iimﬂ

dx a0 AX

o bien,

dy _ o FCE A0 — (9

dx Ax—=0 AX

con tal de que este limite exista.

A la derivada también se le da el nombre de coeficiente diferencial y la ope-
racion de calcular la derivada de una funcion se denomina diferenciacion.

Si la derivada de una funcion existe en un punto particular, decimos que f es
diferenciable en tal punto.

La derivada de y = f(x) con respecto a x también se denota por uno de los si-
guientes simbolos:

d df  d ,

&(Y), i &(f), y, f'®, Dy Df

Cada una de estas notaciones indica exactamente lo mismo que dy/dx.

Observacion dy/dx representa un solo simbolo y no deberd interpretarse co-
mo el cociente de las cantidades dy y dx. Con la finalidad de ampliar la notacion,
note que dy/dx indica la derivada de y con respecto a x si y es una funcion de la va-
riable independiente x; dC/dq denota la derivada de C con respecto a g si C es una
funcion de la variable independiente g; dx/du indica la derivada de x con respecto
a u si x es una funcion de la variable independiente u. De la definicidn,
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Con el proposito de calcular la derivada dy/dx, procedemos de la siguiente
manera:
1. Calculamosy = f(X) yy + Ay = f(x + AXx).

2. Restamos la primera cantidad de la segunda a fin de obtener Ay y simplificamos
el resultado.

3. Dividimos Ay entre Ax y entonces tomamos el limite de la expresion resultante
cuando Ax — 0.

El valor de dy/dx depende de la eleccidn de x. Esto se enfatiza cuando utiliza-
mos la notacion f”(x), la cual indica que la derivada f”(x) es una funcion de x. El va-
lor de la derivada en un punto particular, digamos x = 2, entonces es f’(2). Por
ejemplo, en el ejemplo 1 evaluamos dP/dt en t = 5, o de forma equivalente, P’(5).

@ 12. Determine f*(x) cuando EJEMPLO 2 Determine f’(x) si f(x) = 2x2 + 3x + 1. Evalle f’(2) y f'(—2).

x) =2 - x2. Evalle /(3 y f/(—2
£ FOYFE2 ¢ 1cion Seay = f(x) = 2 + 3x + 1. Entonces,

y + Ay = f(x + Ax) = 2(x + AX)?2 + 3(x + Ax) + 1
= 2[x2 + 2x - Ax + (Ax)?] + 3x + 3Ax + 1
=2Xx2+4x - Ax + 2 (AX)2 + 3x + 3Ax + 1
=2x2 + 3x + 1 + Ax(4x + 3 + 2Ax)
Restando y de y + Ay, tenemos

Ay = Ax(4x + 3 + 2Ax)
T?p;/?s_te;)f:(ﬁ =TS = yasi Ay/Ax = 4x + 3 + 2Ax. Por lo que

dy . Ay
—= = lim — = +3+ =4x +
dx im Ax lm (x+ 3+ 200 = dx +3

Esto es, f'(x) = 4x + 3
Cuandox =2, f'(2) =4(2) +3 =11
cuandox = =2, f(-2) = 4(—-2) + 3= -5

@ 13. Determine f’(x) cuando Observacion: Para determinar f’(c) no debemos encontrar primero f(c) y
f(x) = x3. Evalte f'(2) y f/(—2) luego derivarla: f’(c) # (d/dx) f(c). @ 12,13

EJEMPLO 3 Determine £/(x) si f(x) = Vx
Solucion Seay = f(x) = V/x. Entonces y + Ay = f/(x + Ax) = Vx + Ax, de

modo que
Ay = VX + Ax — Vx
Por tanto,
Respuesta f7(x) = 3x, Ay _ Vx+Ax—Vx
[ =12, f(-2) =12 Ax AX
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Deseamos tomar el limite cuando Ax — 0; antes de hacerlo, debemos racio-
nalizar el numerador. Hacemos esto multiplicando el numerador y el denominador

por (VX + Ax + VX):

Ay (Vx+A —VX) (VX + Ax + VX) _ (Vx + Ax)2 — (V')
Ax AX(VX + AX + VX) AX(VxX + Ax + V)

(X + AX) —x _ 1
AX(VX + A+ VX)) Vx+ Ax + Vx

Por tanto,

AXx 1 1 1
= im 22 =i = =
dx AIXTO Ay AI>!1]0 Vx+Ax+ VX Vx+ Vx  2VXx

De aqui que f'(x) = 1/2V/x

EJEMPLO 4 Evalle dy/dx para la funcion cibica
y=Ax¢+Bx2+Cx+D

donde A, B, C y D son cuatro constantes.

Solucion Reemplazando x por x + AX, encontramos que
y+ Ay = A(X + Ax )®+ B (x + Ax)2+ C(x + Ax) + D
= A[x® + 3x2 Ax + 3x (Ax)? + Ax)?]
+ B[x2+ 2x Ax + (Ax)]] + C(x + Ax) + D
Ahora, si restamos la expresién dada para y, encontramos que
Ay = (y + Ay) —y
= A[x® + 3x2 Ax + 3x (Ax)2 + Ax)?]
+ B[x2 + 2x Ax + (Ax)?]
+ C(x + Ax) + D — (Ax® + Bx2+ Cx + D)
= A[3x2 Ax + 3x (Ax)?2 + Ax)?] + B[(2x Ax + Ax)?] + C Ax
Por tanto,

Ay
AX
Permitiendo que Ax se aproxime a cero, vemos que en el limite, los tres términos de

la derecha que incluyen Ax como factor se aproximan a cero. Los restantes térmi-
nos dan el siguiente resultado:

=A[3x2 + 3x Ax + (Ax)?] + B(2x + Ax) + C

dy .  Ax 5
== — = + +
i AI|Xr_r>10 Ay 3AZ +2Bx +C Q)

Con base en el resultado de este ejemplo, es posible recuperar algunos de los
resultados de los ejemplos anteriores. Por ejemplo, si tomamos A=0,B=2,C =3
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y D = 1, la funcion cubica en el ejemplo 4 se transformaeny = 0x® + 2x2 + 3x +
1 = 2x2 + 3x + 1, que se analizo6 en el ejemplo 2. De la ecuacion (1),

%:3Ax2+ 2Bx + C =3(0)x2+ 2(2)x + 3 =4x + 3

lo cual coincide con el resultado del ejemplo 2.

Interpretacion geométrica

Ya hemos visto que cuando la variable independiente de una funciony = f£(t) repre-
senta el tiempo, la derivada dy/dt da la tasa de cambio instantanea de y. Por ejem-
plo, si s = f(t) representa la distancia recorrida por un movil, ds/dt da la velocidad
instantanea. Aparte de esta clase de aplicacion de la derivada, sin embargo, también
tiene una interpretacién desde el punto de vista geométrico.

Si Py Q son los dos puntos (x, f(x)) y (x + Ax, f(x + Ax)) sobre la gréfica
de y = f(x), entonces, como se establecid en la seccion 1-1, la razon

Ay _ fx+AX) — f(X)

AX AX

representa la pendiente del segmento rectilineo PQ. A medida que Ax se hace cada
vez mas pequefio, el punto Q se aproxima cada vez mas a P y el segmento secante
PQ esta cada vez mas cerca de ser tangente. Cuando Ax — 0, la pendiente de la se-
cante PQ se aproxima a la pendiente de la linea tangente en P. Asi que

lim—=—
A0 AX dx

representa la pendiente de la linea tangente ay = f(x) en el punto P(x, f(x)). (Véa-
se la figura 6). Con tal de que la curvay = f(x) sea “suave” en P; esto es, si pode-
mos dibujar una tangente que no sea vertical en P, el limite existira.

Ay

y=f(x

f(x + Ax)

i

I Ax I
Tangente ! !
en P !

< 1

A 4

0 X X+ Ax X

FIGURA 6



@ 14. En el ejemplo 4, encuentre
la ecuacion de la recta tangente en
a) (1, 1) b)(9.3)

Respuesta @) y = 3x + 3

b) y=4x+3

@ 15. Determine la ecuacion
de la recta tangente a la gréafica de
y =x? + xen el punto a) (1, 2)
b) (=1,0)

Respuesta a) y = 3x -1
b)) y=—-x-1

EJEMPLO 5 Determine la pendiente de la tangente y la ecuacion de la recta tan-
gente a la gréficay = V/x en el punto (4, 2) y en el punto (4, ).

Solucion En el ejemplo 3, demostramos que si f(x) = V/x entonces f/x)=1/2
V/x. Cuando x = 4, f(4) = 1/2\V/4 = L. Por lo que la pendiente de la tangente en
(4,2)es+.

Para obtener la ecuacion de la recta tangente, podemos utilizar la férmula pun-
to-pendiente

y_yizm(x_xl)
con pendiente m = ¢y (x,, ;) = (4, 2). (Véase la figura 7). Obtenemos
y-2=4x-49

y=4x+1
que es la ecuacion pedida.
Y
4 —
m=1
2 y=Vx
(4.2)
—F (2, V2)
11
(4;2) ! ! ! ! ! Ly
/O/ 2 4 6 X
\
FIGURA 7

Cuandox = %, f/(3) = 1/2 |+ = 1. Asi la pendiente de la tangente en (£, &

es 1. (Véase la figura 7). Con base ‘en la formula punto-pendiente, su ecuacion es

y—-3=1-x—9 o y=x+; ® 1415

I :)crCicios 1-3

(1-14) Calcule las derivadas de las si
pecto a las variables independientes

1L fx)=2x—-5 2
3.9gx) =7 4
5. f(x) = x? 6
7. fluy=uw+u+1 8
9. h(x) =7 — 3x? 10

guientes funciones con res-

segun el caso. 11909 = X +1 12. h(v) = 1—-u
. f(x) =2 - 5x 1 __1 14 -

o) = —3 370 2t+3 - W) u+1
' 15. Calcule dy/dx si:
gy =32+ 1

ay=3—-2x2 b)y=3x+7
LgX) =x2 =3 +7

) =1/x
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16. Determine du/dt si:
au=2t+3 b) u=1/2t + 1)

17. Encuentre dx/dy si:
a) x= \/)_/

18. Calcule dp/dq si:
a) p=1/(3+2q) b) p=1/Va

19. Determine f'(2) si f(x) =5 — 2x

20. Calcule g’(4) si g(x) = (x + 1)2

21. Encuentre F'(3) si F(t) = t2 — 3t

22. Determine G'(1) si G(u) = u? —u + 3

23. Calcule h’(0) si h(y) = y> + 7y

24. Encuentre H'(2) si H(t) = 1/(t — 1)

b) x=(y + 1)/y?

(25-32) Determine la pendiente de la tangente a las graficas de
las funciones siguientes en los puntos indicados. Encuentre la
ecuacion de la linea tangente en cada caso.

25.y=3x2—4enx =2
26.y=x2+x+2enx= -2

28. g(x) =

1 1
27. == =3 =2
() Xenx 1enx

X —

29.y:X+1enx:1 30. f(X) = Vx—1lenx=5
Xx+1
31. = =2
fx) Xilenx
32. g(t) =52+ 1ent= —3

33.

34.

35.

(Crecimiento de las ventas) El volumen de las ventas de
un disco fonografico particular estd dado como una fun-
cion del tiempo t por la formula

S(t) = 10,000 + 2000t — 200t?

donde t se mide en semanas y S es el nimero de discos
vendidos por semana. Determine la tasa en que S cambia
cuando:

a)t=0 b)t=4 c)t=28

(Crecimiento de la poblacion) Cierta poblacion crece de
acuerdo con la féormula

p(t) = 30,000 + 60t2

donde t se mide en afios. Calcule la tasa de crecimiento
cuando:

a)t=2 b)t=0 c)t=5

(Reaccion quimica) Durante una reaccion quimica en la
cual una sustancia A se descompone, la masa (en gramos)
de A restante en un tiempo t estd dada por m(t) = 9 — 3t
+ %tz. Encuentre m’(t) e interprete esta cantidad. Evalle
m(0), m’(0), m(6) y m’(6).

B 1-4 DERIVADAS DE FUNCIONES ELEVADAS A UNA POTENCIA

Por lo que se expuso en la seccién 1-3 quedd claro que encontrar derivadas de fun-
ciones utilizando la propia definicion de derivada no siempre es sencillo y, por lo
general, lleva tiempo. Esta tarea puede simplificarse en forma apreciable usando
ciertas férmulas estdndar. En esta seccion, desarrollaremos formulas con el propé-
sito de encontrar las derivadas de funciones elevadas a una potencia y combinacio-

nes de ellas.

Empecemos regresando al ejemplo 4 de la seccion 1-3. Considerando casos
especiales de los coeficientes A, B, C y D en ese ejemplo, obtenemos los siguientes

resultados.

TEOREMA 1

a) La derivada de una funcion constante es cero
b) Siy = x, entonces dy/dx = 1

c) Siy = x?, entonces dy/dx = 2x

d) Siy = x5, entonces dy/dr = 3x?

26 CAPITULO 1 LA DERIVADA



DEMOSTRACION

a) Enlafunciény = Ax3 + Bx? + Cx + D, hagamos A, By C iguales a cero.
Entonces y = D, una funcién constante. La expresion general de dy/dx es 3Ax? +
2Bx + C (por el ejemplo 4 de la seccion 11.3) y es cero cuando A =B = C = 0.

b) Sihacemos A =B =D =0yC = 1, obtenemosy = xy dy/dx = 1, co-
mo se requeria.

c) y d) se prueban en forma similar.

En términos geométricos, la parte a) del teorema 1 asegura que la pendiente
de la lineay = c es cero en todo punto de ella. Es obvio que esto es cierto porque
la gréfica de y = c es una linea horizontal, y cualquier linea horizontal tiene pen-
diente cero.

d d
EJEMPLO 1 —-(6) = 0 dt( )—o

Con base en los resultados de las partes a) a d) del teorema 1, podemos ob-
servar cierto patron en las derivadas de potencias de x, y = x". Tenemos el siguien-
te resultado que es valido para cualquier valor real de n.

Siy = x", entonces j—i =nx""1  (férmula de la potencia)

Verbalmente, con la finalidad de encontrar la derivada de cualquier poten-
cia constante de x, reducimos la potencia de x en 1 y multiplicamos por el exponen-
te original de x.

Al final de esta seccion, probaremos esta formula de la derivada de x"en el ca-
so de que n sea un entero positivo. Sin embargo, es valida para todos los valores rea-
les de n.

EJEMPLO 2
a) a4 (X7) = 771 = 7x®
dx
b) i( 3/2) — 3\3R2-1 — 3112
dy Yy =3y =Y

0 d (i) _ % (tv2) = _%t—llz—l — _% 312

dt \ Vi
ii —i -2y = — —2-1 — _ —3—_1
d) du(uz)_du (48 = —2uet = 2t = 2
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@ 16. Utilice la formula de la

1) = 1 . yl-1 = y0 — 0 —
potencia para encontrar ) (X) dx (X )=1-X x> =1 (porque x’ = 1)

a) o) b) S (VY o%w@ﬂ@@lom

9w &) < )
du dx
TEOREMA 2 Si u(x) es una funcion diferenciable de x y ¢ es una constante, enton-
ces

d du
—(cu) = c&

Esto es, la derivada del producto de una constante y una funcion de x es igual al
producto de la constante y la derivada de la funcion.

EJEMPLO 3
d d
a) — (cx“) = c (x”) = c¢(nx""1) = nex !
t

d /4 " _i
) g (1) = g @) =4 g ) =411

d d d
— (2 = — (2u¥?)y = 2 — (y¥?) = 2 - y-1/2 = y-1/2
c)du(\/ﬁ) du(u) du(u) Su u

TEOREMA 3 Si u(x) y v(x) son dos funciones diferenciables de x, entonces,

i(u-l-lz):——l-—
dx dx  dx

En otras palabras, la derivada de la suma de dos funciones es igual a la suma de las
derivadas de las dos funciones.

EJEMPLO 4 Calcule dy/dx siy = x2 + Vx

Solucion La funcion dada es la suma de x? y x2. En consecuencia, por el teorema
3, podemos diferenciar estas dos potencias por separado.

ﬂ = i (x2) + i (x¥2) = 2x + 1y-12
Respuesta a) 4x: b) 1 ;U2 dx  dx dx 2
¢) eust d) laformula de la
potencia no puede utilizarse cuando
el exponente no es una constante. Este teorema puede extenderse de inmediato a la suma de cualquier nimero de
La respuesta no es x - x*~* funciones y también a diferencias entre funciones. Por ejemplo,
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@ 17. Encuentre ﬂ si
dx
2
a) y=4x® - ]

b) y=x(2x2 + 1)

Respuesta

6
a) 12x% + s

b) 6x2 + 1

@ 18. Derive

a)y= (x +%)(2 - x?)

32 — Vi
b) y=—%
Respuesta

2
a) 1- 2 3x?

3 1
=4 = t—3/2
b) 2 4

4y u dv
dx v dx  dx
dx v dx  dx dx

etcétera.
EJEMPLO 5 Determine la derivada de 3x* — 5x3 + 7x + 2 con respecto a x.

Solucion Seay = 3x* — 5x3 + 7x + 2. Se sigue que

dy d . 3 d d d d
= =— -5 4+ 7x+2)=— @3 — — 638 + — +—
o dx (3x* =53 + 7x + 2) i (3x4) i (5x3) i (7x) i 2

Usamos el teorema 3 para expresar la derivada de la suma 3x* — 5x3 + 7x + 2

como la suma de las derivadas de 3x*, —5x83, 7x y 2. Calculando estas cuatro deriva-
das, obtenemos

% = 3(4x) — 5(3x) + 7(1x) + 0 = 12¢* — 15 + 7

porquexX’ =1. e 17

Reconsidere el ejemplo 2 de la seccién 1-3. Utilizando los métodos de esta
seccién podemos obtener la respuesta con mucho mas facilidad que antes. Porque si
f(x) = 2x2 + 3x + 1, entonces,

f/f)=2-2x+3-1+0=4x+3

Terminado.

Con frecuencia es necesario arreglar la forma algebraica de una funcién antes
de que puedan aplicarse los teoremas. Expresiones en que aparecen paréntesis pue-
den derivarse después de eliminar los paréntesis. Por ejemplo, si deseamos calcular
dy/dx cuando y = x?(2x — 3), en primer término escribimos y = 2x® — 3x% En es-
ta forma, podemos derivar y como en el ejemplo 5, y obtener dy/dx = 6x? — 6x. O
siy = (x + 2)(x2 — 3), empezamos desarrollando los productos, obteniendo y =
x3 4+ 2x2 — 3x — 6. A partir de esta etapa, procedemos otra vez como en el ejemplo
5y obtenemos que dy/dx = 3x? + 4x — 3.

En forma similar, podemos simplificar fracciones con denominadores mono-
miales antes de diferenciar. Por ejemplo, si

_ 5t4 + 7t2 — 3
y 2

escribimos primeroy = 3t2 + Z — 3t=2. Después de derivar los tres términos por se-
parado,

d =5t+3t°% @ 18
dt
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DEMOSTRACION DEL TEOREMA 2 Sea y = cu(x). Entonces si x se reempla-
za por X + Axu se convierteenu + Auyeny + Ay, de modo que

y + Ay = cu(x + Ax) = c(u + Au)

Restando, tenemos que Ay = c(u + Au) — cu = cAu. La divisién de ambos lados
entre Ax nos da

Ay Au
AX AX

Tomando el limite cuando Ax — 0, tenemos que

tim 2Y = Jim (¢ AY) = ¢ jjm 24
M0 AX Ax—>0< AX) M0 AX
Esto es,

dy ﬂ

ax  C dx

€Omo se requeria.

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 3 Sea y = u(x) + v(x). Sea x dado un incre-
mento Ax. Puesto que y, u'y v son funciones de x, se incrementan eny + Ay, u +
Auy v + Ay, en donde

y + Ay = u(x + AX) + v(x + AX) = (u + Au) + (v + Av)
Larestadeyay + Ay da
Ay=U+Au+v+Av)— (U+v)=Au+ Av
Dividiendo entre Ax, tenemos
Ay _Au, Av
Ax  Ax  AX
Si ahora hacemos que Ax tienda a cero, obtenemos

. Ay . Au . Av .,
— = |im — + - m -
!i% AX li_m AX !iﬁ% AX (por el teorema 3(a), seccion 1-2)

Esto es,

dy _du dv
dx dx = dx
que es el resultado requerido.
Por altimo, probaremos la férmula de las potencias cuando n es un entero po-
sitivo. La demostracion dada utiliza el siguiente resultado del algebra.



Si n es un entero positivo,
an — bn — (a _ b)(an—l + an—Zb + nn—3b2 4+ e + abn—z + bn—l)

Este resultado es facil de verificar multiplicando las dos expresiones del lado
derecho término a término. Debe observarse que el nimero de términos en el segun-
do paréntesis de la derecha es igual a n, la potencia de a 'y b en el lado izquierdo.
Considere los siguientes ejemplos:

n=2. a2—bh?=(a—h)a+h)
——
2 términos

n=3 a—b®=(a—Dh)a?+ab+b?
L ———

3 términos

n=4: a*—b*=(a— b)(@® + a% + ab? + b?), etcétera.

4, términos, etcétera

TEOREMA 4 La derivada de X" con respecto a x es nx"~1, en donde n es un ente-
ro positivo.

DEMOSTRACION  Sea y = x". Cuando x cambia a x + Ax, y se incrementa a y
+ Ay, en donde

y + Ay = (x + Ax)"
La sustraccion del valor de y de y + Ay nos da

Ay = (x + A" — xn

Con objeto de simplificar esta expresion de Ay, usamos la identidad algebrai-
ca que se dio antes, haciendoa = x + Axy b = x. Asi pues,a — b = (x + Ax) — x
= Ax, de modo que

Ay = AX[(x + AX)" T+ (X + AX)"72 - X + (X + A3 X2+ -

+ (X + Ax) - X172 + x"1]

Dividiendo ambos lados entre Ax y tomando el limite cuando Ax — 0,

o lim Ay _ lim [(x + AX)" 2 + (X + AX)"2 - X + (X + Ax)"3 - x?
dX  axs0 AX Axs0

+ o+ (X AX) - X172 4 x0T

Ahora cuando Ax — 0, cada término de los paréntesis se aproxima al limite x"~1.
Por ejemplo, el segundo término (x + Ax)"~2 - x se aproxima a x"~2 - x = x"~1 cuan-
do Ax — 0. Ademas, hay n de tales términos que estan sumados. Asi, que

ﬂ = Xn—l _l’_ Xn—l + Xn—l + ces + Xn—l + Xn—l = an—l

dx

n términos

como se requeria.
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I jcrcicios 14

(1-46) Derive las siguientes expresiones.

1.

11.

13.

15.

17.

19.

21.

23.

25.

217.

28.

29.

3L

33.

w

35

x5

w|
>
I\

A3 —3x2+ 7
x4 —7x3+5x2+ 8

3
3UZ+E

1
12 4 =
X=* + x0-6

2Vx +2/Vx

2
3+
2V/x e

2x32 4 4y54
x4+ (2x — 1)?
x—="7(2x -9

(u+1)2u+1)

(t + 1)(3t — 1)2

(x + 2)3
5
(525

2. xVa

8. 2x — x38

10. 5 — 2x2 + x4

14, = + =
6

16. x04 — x~04

18. x7+i7+7x+1+7
X X
3
20. 2\/£73—t
22 Vx— —
' Vx

24. (y — 2)(2y — 3)

26. (x + £>2
X

(Voo 5] - (v

30. (u — 2)°

32. (x + I)(x — 1)2

2t— 1y
34,
=)
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36 VS -7 g7 XL
y X
x—3x+1 t+ 3/t
38— 39, ~ 2/t
Vx Vi
4o, I+ (x = 1) g (L3 @- 3y
' X : 4t
1.6
42.% =5 43. V2y + (3y) !
44. (8y)3 + (8y)~2/3 45. (16t)3/4 — (16t)-%/4
1
3 2 _
46. V27t Vore

47. Calcule dy/dx siy = x3 + 1/x3

48. Determine du/dx si u = x> — 7x + 5/x

49. Calcule dy/dusiy = ud — 5u2 + % +6

50. Determine dx/dtsix = (2 — 5t2 + 7t — 1)/t
51. Siy = Vx, pruebe que 2y(dy/dx) = 1
52. Siu = 1/\/;, pruebe que 2u=3 (du/dx) + 1 =0

(53-56) Determine la ecuacion de la linea tangente a la grafica
de las funciones siguientes en los puntos indicados.

53. f(x) =x2—3x + 4 en (1, 2)
54. F(X) = X2 + % en (-1, 2)
55. f(x) =§ enx = —2
56.f(x)=x3—% enx=1

57. Encuentre todos los puntos en la gréafica de y = x2 — 3x
+ 7 donde la recta tangente sea paralelaa larectax —y +
4=0

58. Encuentre todos los puntos en la gréfica de f(x) = x® —
5x + 2 donde la recta tangente sea perpendicular a la rec-
tax+7y+4=0



59.

60.

61.

62.

63.

64.

(Movil) La distancia recorrida por un movil al tiempo t es
igual a 2t3 — t2. Calcule la velocidad instantanea:

a) Al tiempot b) Enel instante t = 4

(Proyectiles) Una particula se lanza directamente hacia
arriba con una velocidad inicial de 60 pies/segundo. Des-
pués de t segundos, su altura sobre el nivel del suelo esta
dada por s = 60t — 16t2 Calcule su velocidad instantanea

después de t segundos. ;Qué tiene de especial el instante
t=%?

(Crecimiento del PNB) En el ejercicio 22 de la seccion
1-1, calcule las tasas de crecimiento instantaneas del PNB
en:

a) 1970 b) 1980  c¢) 1990

(La respuesta debe darse en miles de millones de dolares
por afo).

(Crecimiento de poblacion) Al principio de un experimen-
to se encontrd que en un cultivo de bacterias habia 10,000
individuos. Se observo el crecimiento de la poblacién y se
encontré que en un tiempo posterior t (horas) después de
empezado el experimento, el tamafio de la poblacion p(t)
se podia expresar por la férmula

p(t) = 2500 (2 + )2

Determine la formula de la razon de crecimiento de la po-
blacién en cualquier tiempo t 'y en particular calcule la ra-
z06n de crecimiento parat = 15 minutos y parat = 2 horas.

(Botanica) La proporcion de semillas de una especie de
arbol que disemina una distancia mayor que r, a partir
de la base del arbol, esta dada por

-3 469

donde r es una constante. Encuentre la razén de cambio de
la proporcion con respecto a la distancia y calcule p’(2r).

(Fisica) Durante cambios rapidos (adiabaticos) de pre-
sién, la presion p y la densidad p de un gas varia de
acuerdo con la ley pp~* = ¢ donde y y ¢ son constantes.
Calcule dp/dp.

B 1-5 ANALISIS MARGINAL

65.

66.

67.

68.

69.

(Bioquimica) Segun la ley de Schiitz-Borisoff, la cantidad
y de sustrato transformada por una enzima en un intervalo
de tiempo t esta dada pory = k \/a, donde c es la con-
centracion de la enzima, a es la concentracion inicial de
sustrato y k es una constante. ¢Cudl es la razén a la cual el
sustrato esté siendo transformado?

(Proyectiles) Una pelota es lanzada al aire a una velocidad
de 40 pies por segundo con un angulo de 45° con respecto
a la horizontal. Si tomamos el eje x como horizontal y el
eje y como vertical, el origen como el punto inicial del vue-
lo de la pelota, entonces la posicion de la pelota en el tiem-
po t estd dada por x = 20V2t,y = 20V 2t — 16t Calcule
la pendiente de la trayectoria t segundos después
de haberse lanzado la pelota. ¢Para cuél valor de t la pen-
diente es cero? (Sugerencia: Exprese y en términos de x pa-
ra eliminar a t).

(Crecimiento de células) La masa de un organismo unice-
lular crece con el tiempo t de acuerdo con la formula m(t)
= 2 + 6t + 3t% Encuentre m’(t) y evalie m(2) y m’(2). In-
terprete estos valores.

(Epidemias) Una enfermedad infecciosa y debilitante se
propaga lentamente en una poblacién. El nimero de indi-
viduos infectados después de t meses esta dado mediante la
férmula:

N(t) = 1000(t¥2 + t2)

Encuentre N'(t). Evalie N(9) y N'(9) e interprete estos va-
lores.

(Férmula Fay/Lehr) Se ha observado que la forma de
esparcimiento de un derrame de petroleo es aproximada-
mente una elipse con su eje mayor en la direccion del vien-
to. El area de la elipse en metros cuadrados es A = mab,
donde:

a(t) = b(t) + ¢4, b(t) = c,t*

Aqui t es el tiempo en minutos, ¢, es una constante que de-
pende de la velocidad del viento y c, es una constante que
depende del volumen derramado. Sic, = 0.2y ¢, = 15
calcule los valores de A(t) y A’(t) después de 15 minutos y
después de 30 minutos.

La derivada tiene varias aplicaciones en la administracion y la economia en la cons-
truccion de lo que denominamos tasas marginales. En este campo, la palabra “mar-
ginal” se utiliza para indicar una derivada, esto es, una tasa de cambio. Se dara una

seleccidn de ejemplos.
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Costo marginal

Suponga que el fabricante de cierto articulo descubre que con la finalidad de produ-
cir x de estos articulos a la semana, el costo total en délares esta dado por C = 200
+ 0.03x2. Por ejemplo, si se producen 100 articulos a la semana, el costo esta dado
por C = 200 + 0.03(100)? = 500. El costo promedio por articulo al producir 100
articulos es 333 = $5.

Si el fabricante considera cambiar la tasa de produccion de 100 a (100 + Ax)
unidades por semana, en donde Ax representa el incremento en la produccion sema-
nal. El costo es

C + AC = 200 + 0.03(100 + Ax)?
= 200 + 0.03[10,000 + 200Ax + (AX)?]
= 500 + 6AX + 0.03(Ax)?

Por consiguiente, el costo extra determinado por la produccion de los articulos adi-
cionales es

AC = (C + AC) — C = 500 + 6Ax + 0.03(Ax)? — 500
= 6AX + 0.03(Ax)?

En consecuencia, el costo promedio por articulo de las unidades extra es

Ac =6 + 0.03Ax
AX

Por ejemplo, si la produccién crece de 100 a 150 articulos por semana (de mo-
do que Ax = 50), se sigue que el costo promedio de los 50 articulos adicionales es
igual a 6 + 0.03(50) = $7.50 por cada uno. Si el incremento es de 100 a 110 (de
modo que Ax = 10), el costo promedio extra de los 10 articulos es igual a $6.30 por
cada uno.

Definimos el costo marginal como el valor limite del costo promedio por ar-
ticulo extra cuando este nimero de articulos extra tiende a cero. Asi, podemos pen-
sar del costo marginal como el costo promedio por articulo extra cuando se efectla
un cambio muy pequefio en la cantidad producida. En el ejemplo anterior,

. . AC
Costo marginal = lim — = lim (6 + 0.03Ax) = 6
Ax=>0 AX Axs0

En el caso de una funcién de costo general C(x) que represente el costo de
producir una cantidad de x de cierto articulo, el costo marginal se define en forma
similar por

. . AC . _
Costo marginal = lim — = lim C(x + Ax) — C(x)
Axs0 AX A x=0 AX

Es claro que el costo marginal no es otra cosa que la derivada de la funcion de cos-
to con respecto a la cantidad producida.

dc
Cost inal = —
osto marginal =~




@ 19. Determine el costo
marginal si C(x) = 4 + 3x — 0.1x?
Evalte C’(5) y explique su
significado.

Respuesta C’(x) = 3 — 0.2,
C15) = 2. Cuando se producen
5 unidades, el costo se eleva en 2
por unidad adicional, cuando se
aumenta el nivel de produccion
en un pequefio incremento
infinitesimal.

El costo marginal mide la tasa con que el costo se incrementa con respecto al incre-
mento de la cantidad producida.

EJEMPLO 1 (Costo marginal) Para el caso de la funcion de costo

C(x) = 0.001x® — 0.3x? + 40x + 1000

determine el costo marginal como una funcidn de x. EvalGe el costo marginal cuan-
do la produccioén esta dada por x = 50, x = 100 y x = 150.

Solucion Deseamos evaluar C’'(x). La funcién dada C(x) es una combinacién de

potencias de x y asi puede derivarse por medio de la formula para las potencias que
se presentd en la Ultima seccion. Obtenemos

C'x) = %(O.Ole3 — 0.3x% + 40x + 1000)

= 0.001(3%2) — 0.3(2x) + 40(1) + 0
= 0.003x2 — 0.6x + 40

Esta funcidn, el costo marginal, da el costo promedio por articulo de crecimiento de
la produccidn por una pequefia cantidad dado que ya se han producido x articulos.
Cuando se han producido 50 unidades, el costo marginal de los articulos extra esta
dado por

C'(50) = (0.003)(50)> — (0.6)(50) + 40 = 7.5 — 30 + 40 = 17.5
Si x = 100, el costo marginal es

C’(100) = (0.003)(100)> — (0.6)(100) + 40 = 30 — 60 + 40 = 10
Cuando x = 150, el costo marginal esta dado por

C'(150) = (0.003)(150)> — (0.6)(150) + 40 = 67.5 — 90 + 40 = 17.5

Informalmente podemos decir que el costo de producir el articulo nimero 51 es de
$17.50, el articulo nimero 101 tiene un costo de $10 y el articulo nimero 151 cues-
ta $17.50. (Afirmaciones como ésta no son lo bastante precisas, dado que la deriva-

da de la tasa de un incremento infinitesimalmente pequefio en la produccion, no para
un incremento unitario). @ 19

En el ejemplo 1, observamos que el costo marginal decrece a medida que la
produccion se incrementa de 50 a 100 unidades y luego se incrementa de nuevo
cuando la produccion aumenta de 100 a 150. En la figura 8 aparece la gréfica de
C’(x) como una funcion de x.

Este tipo de comportamiento es bastante frecuente en el costo marginal. Cuan-
do la produccion x aumenta a partir de valores pequefios, el costo marginal decrece
(esto es, baja el costo promedio del pequefio incremento siguiente en la produccion).
La razon de esto estriba en las economias de escala, que provocan que la fabricacion
de pequefias cantidades de bienes sea relativamente mas cara que la produccion de
grandes cantidades. Sin embargo, cuando x se hace muy grande, los costos empie-
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40 (200, 40)
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0] 20 50 100 150 200 X

FIGURA 8

zan a aumentar a medida que la capacidad de las unidades de produccion existentes
llegan a gastarse, y empieza a ser necesario invertir en una nueva planta o maquina-
ria o pagar horas extra a los trabajadores, etc. Esto causa un eventual aumento en el
costo marginal. Asi que, por lo regular, el costo marginal primero decrece al aumen-
tar la produccion y luego se incrementa de nuevo.

Vale la pena comparar este tipo de comportamiento con el sencillo modelo
de costo lineal. En ese caso, C(x) = mx + b (my b constantes) y el costo marginal
C(x) = m es constante para toda x. Asi que el costo de cada unidad de produccion
adicional es constante,independiente del nivel de produccion.

Es importante no confundir el costo marginal con el costo promedio. Si C(x)
es la funcion de costo, el costo promedio de producir x articulos es el costo total,
C(x), dividido entre el nimero de articulos producidos.

C(x)

Costo promedio por articulo = S

Esto es muy diferente del costo marginal, que estd dado por la derivada C’'(x). El
costo marginal representa el costo promedio por unidad adicional de un pequefio in-
cremento en la produccion. El costo promedio por lo regular se denota por C(x).

EJEMPLO 2 En el caso de la funcién de costo C(x) = 1000 + 10x + 0.1x2, el cos-
to marginal es C’'(x) = 10 + 0.2x. El costo promedio de producir x articulos es

E(x)=%=loxﬂ+1o+o.1x

Estas dos funciones son bastante distintas.




Ingreso y utilidad marginales

Ahora consideramos los ingresos derivados de la venta de los productos o servicios
de una empresa. Si R(x) denota el ingreso en dolares por la venta de x articulos, de-
finimos el ingreso marginal como la derivada R'(x).

Ingreso marginal = R’(x) = lim %
A x>0

Si el nimero de articulos vendidos se incrementa de x a x + Ax, entonces exis-
te un incremento correspondiente en el ingreso dado por

AR = Nuevo ingreso — Ingreso original = R(x + Ax) — R(x)

El incremento promedio en el ingreso por articulo adicional vendido se obtiene di-
vidiendo AR entre el nimero de articulos adicionales, lo que da AR /Ax. El valor li-
mite de este promedio cuando Ax — 0 da el ingreso marginal. Asi pues, el ingreso
marginal representa las entradas adicionales de una empresa por articulo adicional
vendido cuando ocurre un incremento muy pequefio en el nimero de articulos ven-
didos. Esto es, la tasa con la que crece el ingreso con respecto al incremento del vo-
lumen de ventas.

EJEMPLO 3 (Ingreso marginal) Si la funcion de ingreso esta dada por
R(x) = 10x — 0.01x?
en donde x es el nimero de articulos vendidos, determine el ingreso marginal. Eva-

IGe el ingreso marginal cuando x = 200.

Solucion Necesitamos evaluar R’(x). Dado que R(x) es una combinacién de po-
tencias de x, podemos usar la formula para las potencias, obteniendo el resultado.

R'(X) = % (10x — 0.01x2) = 10(1) — (0.01)(2x) = 10 — 0.02x

Esto nos da el ingreso marginal cuando se vende un nimero arbitrario x de articu-
los. Si x = 200, obtenemos un ingreso marginal de

R’(200) = 10 — (0.02)(200) = 10 — 4 = 6

Asi que cuando se venden 200 articulos, cualquier incremento pequefio en las ven-
tas provoca un aumento en los ingresos de $6 por articulo.

La funcion de ingreso puede escribirse en la forma
R(x) = xp

en donde p es el precio por articulo y x es el nimero de articulos vendidos. Existe
una relacion entre x y p caraterizada por la ecuacién de demanda. Cuanto mas
articulos pueda vender la empresa, mas bajo puede fijar el precio; cuanto mas alto se
fije el precio, en general, menor sera el volumen de las ventas.
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@ 20. Calcule el ingreso
marginal para la ecuacion de
demandap =4 — Vx. Sila
funcién de costo es C(x) = 1 + x,
determine el costo marginal y la
utilidad marginal. EvalGe R’(4),
P’(4), R'(6) y P'(6)

Respuesta

R =4-3VxC)=1,
P)=3-2 Vx. R'(4) = 1,
P(4)=0R(E)=4-2V6=

0.33,P’(6) =3 — 3

> V6= —-067
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EJEMPLO 4 (Ingreso marginal) Determine el ingreso marginal cuando x = 300
si la ecuacion de demanda es

x = 1000 — 100p
Soluciéon En primer término, debemos escribir la ecuacién de demanda en tal for-
ma que expresamos p como una funcién de x.
100p = 1000 — x
p =10 — 0.01x

Asi, la funcion de ingreso esta dada por
R(x) = xp = x(10 — 0.01x) = 10x — 0.01x?

Observemos que esta funcidn de ingreso es la misma que la del ejemplo anterior, de
modo que podemos usar el resultado del ingreso marginal:

R'(x) = 10 — 0.02x

Cuando el volumen de ventas es 300, el ingreso marginal esta dado por

R’(300) = 10 — (0.02)(300) = 10 — 6 = 4

La utilidad que una empresa obtiene esta dada por la diferencia entre sus in-
gresos y sus costos. Si la funcion de ingreso es R(x) cuando se venden x articulos, y
si la funcion de costo es C(x) al producirse esos mismos x articulos, entonces la uti-
lidad P(x) obtenida por producir y vender x articulos esta dada por

P(X) = R() — C(x)

La derivada P’(x) se denomina la utilidad marginal. Representa la utilidad
adicional por articulo si la produccion sufre un pequefio incremento. @ 20
EJEMPLO 5 (Utilidad marginal) La ecuacion de demanda de cierto articulo es

p+0.1x =80
y la funcién de costo es
C(x) = 5000 + 20x
Calcule la utilidad marginal cuando se producen y venden 150 unidades y también
en el caso de que se produzcan y vendan 400 unidades.
Solucion La funcion de ingreso esta dada por
R(X) = xp = x(80 — 0.1x) = 80x — 0.1x?
Por consiguiente, la utilidad generada por la produccion y venta de x articulos esta
dada por
P() = R(X) — C()
= (80x — 0.1x?) — (5000 + 20x)
= 60x — 01x? — 5000



@ 21. Para la funcion de costo
del ejemplo 1, determine la utilidad
marginal si los articulos pueden
venderse en $130 cada uno. Evalle
P’(200), P’(300) y P’(400) e
interprete sus valores.

Respuesta

P’(x) = —0.003x2 + 0.6x + 90,
P’(200) = 90,

P’(300) = 0y P’(400) = —150
Para un muy pequefio aumento
en el nivel de produccion, las
utilidades aumentan en $90 por
unidad cuando x = 200, se
mantiene sin cambio cuando

x = 300 y disminuye en $150 por
unidad cuando x = 400

La utilidad marginal es la derivada P’(x). Ya que P(x) es una combinacién de poten-
cias, usamos la formula de las potencias para calcular su derivada.

P'(x) = ;—X (60x — 0.1x2 — 5000) = 60 — 0.2x

Si x = 150, obtenemos P’'(x) = 60 — (0.2)(150) = 30. Asi pues, cuando se
producen 150 articulos, la utilidad marginal, esto es, la utilidad extra por articulo
adicional cuando la produccién se incrementa en una pequefia cantidad es $30.

Cuando x = 400, la utilidad marginal es P’(400) = 60 — (0.2)(400) = —20.
En consecuencia, si se producen 400 unidades, un pequefio incremento en la pro-
duccion da como resultado una pérdida (esto es, una utilidad negativa) de $20 por
unidad adicional. @ 21

La utilizacion de las tasas marginales es amplia en los negocios y la economia.
Ademés de los ejemplos anteriores de costo marginal, ingreso marginal y utilidad
marginal, tiene otras aplicaciones. Algunas de ellas se resumen a continuacion.

Productividad marginal

Considere que un fabricante tiene una cantidad fija de disponibilidad de capacidad
de produccién pero con un nimero variable de empleados. Denotemos con u la can-
tidad de mano de obra empleada (por ejemplo, u podria ser el nimero de horas-hom-
bre a la semana de los empleados de la industria) y sea x la cantidad de produccién
(por ejemplo, el nimero total de articulos producidos a la semana). Entonces x es
funcidén de u y podemos escribir x = f(u).

Si la cantidad de mano de obra u sufre un incremento Au, la produccion x se
incrementa a x + Ax en donde, como de costumbre, el incremento en la produccion
estd dado por

Ax = f(u + Au) — f(u)

La razén

Ax _ f(u+ Au) — f(u)
Au Au

proporciona la produccidn adicional promedio por unidad extra de mano de obra co-
rrespondiente al incremento Au. Si ahora hacemos que Au tienda a cero, esta razon
se aproxima a la derivada dx/du, que se denomina productividad marginal de ma-
no de obra. Asi,

Productividad marginal = O _ i A%y LUt A = FQ)
du A0 Au Au—0 Au

De modo que la productividad marginal de mano de obra mide el incremento en la
produccion por unidad de mano de obra adicional, por ejemplo, por hora-hombre
adicional, cuando se realiza un pequefio incremento en la cantidad de mano de obra
empleada. Esta dada por la derivada f’(u).
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Rendimiento marginal

Suponga que un inversionista se enfrenta con el problema de saber cuanto capital
debe invertir en un negocio o en una empresa financiera. Si se invierte una cantidad
S, el inversionista obtendra cierto rendimiento en la forma de ingresos de, digamos,
Y délares por afio. En general, el rendimiento Y serd una funcidn del capital S inver-
tido: Y = f(S). En un caso caracteristico, si S es pequefia, el rendimiento también
sera pequefio 0 aun cero, puesto que la empresa no dispondra del capital suficiente
para operar con eficiencia. A medida que S aumenta, la eficiencia de operacion me-
jora'y el rendimiento crece rapidamente. Sin embargo, cuando S se hace muy gran-
de, la eficiencia puede deteriorarse otra vez si los demas recursos necesarios para la
operacidn, tales como la mano de obra e insumos, no pueden crecer lo suficiente
para mantener el ritmo del capital extra. En consecuencia, en el caso de grandes ca-
pitales S, el rendimiento Y puede descender de nuevo a medida que S continta su
crecimiento.

La rendimiento marginal se define como la derivada dY/dS. Se obtiene co-
mo el valor limite de AY/AS y representa el rendimiento por délar adicional inver-
tido cuando se realiza un pequefio incremento en el capital.

Tasa de impuesto marginal

Sea T la cantidad de impuestos pagados por un individuo o por una corporacion
cuando el ingreso es I. Asi, podemos escribir T = f(I). Si todas las demas variables
permanecen fijas, un incremento Al en | provoca un aumento en T dado por AT =
f( + Al) — f(I). La razén AT/Al representa la fraccion del incremento del ingre-
so que se pierde en forma de impuestos. Si hacemos que Al tienda a cero, esta razén
se aproxima a la derivada dT/dl, la cual se denomina la tasa marginal de impuestos.
Representa la proporcién de un incremento infinitamente pequefio en el ingreso que
debe pagarse en forma de impuesto.

La tasa marginal de impuestos esta determinada por las escalas graduadas de
impuestos. Los individuos con ingreso muy bajos no pagan impuestos, y por deba-
jo de cierto nivel de ingreso la tasa marginal es cero. A medida que el ingreso au-
menta, la tasa de impuestos marginal aumenta hasta que alcanza un nivel maximo
igual a la proporcion maxima que puede pagarse de acuerdo con la escala. (Véase
ejemplo 8 de la seccion 1-6).

Tendencias marginales a ahorrar y a consumir

Sea | el ingreso total (producto nacional bruto) de una nacién. Cada individuo de la
poblacidn que recibe parte de este ingreso toma una decision con el proposito de
gastar parte de su ingreso en bienes consumibles o servicios y ahorrar el resto. Sea
C la cantidad total gastada por la poblacion en articulos consumibles y S la cantidad
total de los ahorros. Se sigue que S + C = 1.

En general, la cantidad ahorrada esta determinada por el ingreso nacional, y
podemos escribir S = f(l). La cantidad consumida esta dada entonces por C = | —
f.

Si el ingreso nacional recibe un incremento Al, los ahorros y el consumo tam-
bién sufren incrementos AS y AC, respectivamente, en donde

AS+AC=Al y AS=f(+Al)— f(Q)



Larazon AS/Al representa la fraccion del incremento del ingreso que se aho-
rray AC/Al indica a la fraccion que se consume. Ya que

As | ac _ _
Al Al Al Al

la suma de estas dos fracciones es igual a 1.

En el limite cuando Al — 0, estas fracciones se convierten en las derivadas
correspondientes. Llamamos a dS/dl la tendencia marginal a ahorrar y a dC/dl
la tendencia marginal a consumir. Representan las proporciones de un pequefio
incremento en el ingreso nacional que se ahorran y se consumen, respectivamente.

Estan relacionadas por la ecuacion

ds , dc

+ =
dl dl !

I jcRCICIOS 1-5

(1-4) (Costo marginal) Calcule el costo marginal de las si-
guientes funciones de costo.

1.
2.
3.
4.

C(x) = 100 + 2x

C(x) = 40 + (In 2)x?

C(x) = 0.0001x® — 0.09x2 + 20x + 1200
C(x) = 1075x3 — (3 X 10~3)x2 + 36x + 2000

(5-8) (Ingreso marginal) Calcule el ingreso marginal de las si-
guientes funciones de ingreso.

5.
6. R(x) = 5x — 0.01x572
7.
8
9

10.
11.

12.

R(x) = x — 0.01x?

R(X) = 0.1x — 1073x2 — 1075x52

. R(X) = 100x — (log 5)x3(1 + V)

. (Ingreso marginal) Si la ecuacion de demanda es x + 4p

= 100, calcule el ingreso marginal, R’(x)

(Ingreso marginal) Si la ecuacién de demanda es Vx + p=
10, calcule el ingreso marginal.

(Ingreso marginal) Si la ecuacién de demanda es x32 +
50p = 1000, calcule el ingreso marginal cuando p = 16

(Ingreso marginal) Si la ecuacién de demanda es 10p +
x + 0.01x2 = 700, calcule el ingreso marginal cuando
p=10

13.

14.

15.

16.

17-18.

19.

(Utilidad marginal) Si en el ejercicio 9, la funcion de cos-
to es C(x) = 100 + 5x, calcule la utilidad marginal.

(Utilidad marginal) Si en el ejercicio 10, la funcion de
costo es C(x) = 60 + x, calcule la utilidad marginal.

(Utilidad marginal) Si en el ejercicio 11, la funcion de
costo es C(x) = 50 + x%2, eval(e la utilidad marginal cuando:

a)p=16 b)x=25

(Utilidad marginal) Si en el ejercicio 12, la funcion de
costo es C(x) = 1000 + 0.01x?, evalte la funcion de utili-
dad marginal si:

a) x =100 b) p=10

(Utilidad maxima) En los ejercicios 13 y 14, encuentre el
valor de x tal que P'(x) = 0y calcule la utilidad correspon-
diente. Esta representa la utilidad méaxima que puede obte-
nerse por la venta del articulo en cuestion. Determine el
precio p que da esta utilidad maxima.

(Ingreso marginal) Cuando una peluquera fija una cuota
de $4 por corte de cabello, advierte que el nimero de clien-
tes que atiende en una semana es de 100, en promedio. Al
elevar la tarifa a $5, el nimero de clientes por semana ba-
ja a 80. Suponiendo una ecuacién de demanda lineal entre
el precio y el nimero de clientes, determine la funcién de
ingreso marginal. Encuentre entonces el precio que produ-
ce un ingreso marginal igual a cero.
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20.

21.

(Utilidades marginales) El editor de una revista descubre
que si fija un precio de $1 a su revista, vende 20,000 ejem-
plares al mes; sin embargo, si el precio fijado es de $1.50,
sus ventas sdlo seran por 15,000 ejemplares. El costo de pro-
ducir cada ejemplar es de $0.80 y tiene costos fijos de
$10,000 al mes. Suponiendo una ecuacion de demanda li-
neal, calcule su funcion de utilidad marginal y determine el
precio de la revista que haga la utilidad marginal igual a
cero. EvalUe la utilidad misma cuando el precio es:

a) $1.80 b) $1.90 «c) $2

(Costo marginal y costo promedio) Demuestre que si la
funcién de costo es de la forma C(x) = ax2 + bx + c, en-

*22.

23.

tonces en el valor de x para el cual el costo marginal es igual
al costo promedio C(x), la derivada (d/dx)C(x) es cero.

(Costo marginal y costo promedio) Pruebe que el resulta-
do del ejercicio 21 es valido para cualquier funcion de cos-
to C(x) que sea una funcién polinomial de x. (Esto es, C(x)
consta de una suma de potencias de x, donde cada potencia
esta multiplicada por una constante).

La funcion de consumo de cierta nacion estd dada por
C(l) = 4 + 0.361 + 0.481%4, Encuentre las tendencias mar-
ginales a consumir y a ahorrar, si el ingreso nacional es | =
16 mil millones.
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Al considerar el valor limite de una funcion f(x) cuando x tiende a ¢, debemos con-
siderar valores de x que son tanto menores como mayores que c. Sin embargo, en
algunos casos el comportamiento de una funcion dada es diferente si x < ¢ del co-
rrespondiente a x > c¢. En tal caso, deseariamos considerar por separado las posibi-
lidades de que x tiende a c por la derecha o por la izquierda.

Decimos que x tiende a c por la derecha y escribimos x — c¢* si x toma una
sucesion de valores que estan cada vez mas cerca de ¢, pero siempre son mayores que
c. (Véase la pagina 452). Decimos que x tiende a C por la izquierda y escribimos
x — C~ si x toma una sucesion de valores cada vez mas cercanos a C, pero siempre
menores que C. Si f(x) tiende al valor limite L cuando x — c*, escribimos

lim f(x) =L

x—ct

Si f(x) se aproxima al valor limite M cuando x — ¢~, escribimos

lim f(x) =M

Limites de este tipo se denominan limites laterales.

EJEMPLO 1 Investigue los valores limites de f(x) = Vx — 1 cuando x tiende a 1
por la derecha y por la izquierda.

Soluciéon Cuando x — 17, x — 1 tiende a cero mediante valores positivos. Por

consiguiente,

IIm Vx—-1=0

x—ct

Por otra parte, cuando x — 1=, x — 1 alin se aproxima a cero, pero siempre es una
cantidad negativa. Asi pues, Vx — 1 no esta definida si x < 1, de modo que lim

VX — 1 no existe.

x-17

La graficadey = Vx — 1 aparece en la figura 9. El dominio de esta funcion
no comprende los valores de x que sean menores que 1, por lo que el limite por la

izquierda no existe.
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@ 22. Evalle
lim f(x) y lim f (x) en los
X1t x—1
siguientes casos:
a) f(x)=V1I-x
1

Respuesta a) No tiene limite, O,
respectivamente; b) 1y -1,
respectivamente.

AY
2r 4, V3) y
2,1
1r +1
< 1 1 1 -
0 1 2 3 4 X 0 X
-1
Y
FIGURA 9 FIGURA 10

EJEMPLO 2 Calcule los valores limites de f(x) = | x| /x cuando x tiende a 0 por
la derecha o por la izquierda.

Solucién Six >0, |x| = x, y asi

x|
X

X
f)=—-=-=1

La funcién dada tiene el valor 1 siempre que x > 0y asi debemos tener el valor limi-
te 1 cuando x tiende a 0 por la derecha:

x|

lim — =1
x=0t X
En el caso de que x < 0, |x| = —x, por lo cual
X| —X
=—=—=-1
f0) ==~ =~
(Por ejemplo, cuando x = —6, f(—6) = | -6 /(—6) = 6/(—6) = —1). En conse-
cuencia f(x) es idénticamente igual a —1 siempre que x < 0y de ahi que
x|
Iim — = -1
x-=0— X

La gréfica de y = f(x) se aprecia en la figura 10. Obsérvese que f(x) no esté defi-
nida si x = 0y la gréafica presenta un salto de —1 a +1 al pasar la x de la izquierda
de cero a su derecha. @ 22

Los ejemplos anteriores ilustran dos tipos basicos de comportamiento. En el
primer caso, s6lo uno de los dos limites laterales existe. En el segundo, ambos limi-
tes existen pero sus valores son distintos. En ambos casos, el limite bilateral relevan-
te, lim f(x), no existe. En el caso de una funcién general f(x), como se ilustra en la
figuxrﬁaC 11, si la gréfica de f(x) tiene un salto en x = c, los limites laterales difieren. Ob-
sérvese que le'ng f(x) existe si tanto !lrp f(x) como !lrcn+ f(x) existen y son iguales.

— —C~ —
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@ 23, Dada
3—4x six=2
fx)=9xX¢—2 sil<x<?2
3—4x six<l1

determine lim f(x) y lim f(x),
si existen. =

Respuesta lim f(x) = —1
x-1

lim f(x) no existe ya que lim

X2 x—=2t

f(x) # Iir;l f(x)
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' 4 |

| y=1f(x
lim f(X)— _ _?\/—-
x—ct

] i
X—>C
/

FIGURA 11

EJEMPLO 3 Dada

_|2x+5 parax>3
19 {x2+2 parax = 3

encuentre lim f(x).

X—3
Solucion En este caso, f(x) esta definida por dos formulas diferentes, una para
x = 3y otrasi x > 3. De modo que debemos calcular los limites laterales por sepa-
rado.

Puesto que f(x) = 2x + 5 para x > 3, en el caso del limite por la derecha en-
contramos que

Iirn+ fx)=Ilim(2x+5)=23) +5=11
X—3 X—3

De manera similar, si x < 3, tenemos que f(x) = x? + 2 y por tanto, por lo
que respecta al limite por la izquierda,

Iim f(x) =limx*+2)=32+2=11
x—3~ X—3
Ya que Iir3n+ fx) = ”T f(x) = 11, se sigue que Iirr31 f(x) existe y es igual a 11.
X— X—37 X,

La gréfica de f(x) en este caso aparece en la figura 12. Obsérvese que la for-
ma de la grafica cambia en x = 3, pero no presenta un salto en este punto. @ 23

FIGURA 12




Recordemos la definicién de continuidad de una funcién dada en la seccion 1-2.

DEFINICION Se dice que una funcién f(x) es continua en el punto x = ¢ si se
cumplen las tres condiciones siguientes.
1. f(x) esté definida en x = c. Esto es, f(c) esta bien definida.
2. lim f(x) existe.

X—C
3. lim f(x) = f(c).

X—C

Si no se satisface cualquiera de estas tres condiciones, se dice que la funcion

es discontinua en x = c. Si los dos limites de f(x) cuando x tiende a c por la dere-

cha y por la izquierda son diferentes, decimos que f(x) presenta una discontinui-
dad de saltoen x = c.

EJEMPLO 4 La funcién f(x) = |x| es continua en x = 0. Observemos que f(0) =
lo| = 0, de modo que la condicion 1 se cumple. Asimismo, lim f(x) existe dado
x—=0

que, cuando x tiende a cero, |x| se aproxima el limite cero. Por ultimo, la condi-
cion 3 se satisface, puesto que lim f(x) y f(0) son iguales a cero. La gréaficadey =
x—=0

|x| se aprecia en la figura 13. Es claro que la gréfica pasa por x = 0 sin ruptura al-
guna. Presenta un pico (o cambio de pendiente) en x = 0, pero esto no la hace dis-
continua.

4r y=1xl

FIGURA 13

En el ejemplo 2, estudiamos la funcion f(x) = x| /x. Esta funcion es discon-
tinua en x = 0 porque lim f(x) no existe: los limites por la derecha y por la izquier-
x—0

da son distintos. La grafica presenta un salto de —1 a +1 cuando x pasa por 0. Otro
ejemplo de una funcién discontinua se da en el ejemplo 5.

EJEMPLO 5 Dada

X =9 Six#3
f)=1x—3
5 six=3

¢Es continua f(x) en x = 3?
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@ 24, ;Para qué valores de hy k
la siguiente funcion es continua en
X =2?

(x —2)? .

2 Six>2
fx) =1h six=2

2x + k six<2

Respuesta h =0,k = —4
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Solucién
Condicion (1) Es claro que, f(x) esta definidaenx = 3y f(3) = 5
Condicion (2) lim £(x) = lim ¥=9 i K=+ 3)
-3 -3 X — 3 X3 X — 3
—lim(x+3) =3+3=6

x—3

Condicion (3) I|'r731 f(x) = 6y f(3) = 5no son iguales.

En este caso, las primeras dos condiciones se cumplen, pero la tercera condi-
cidn no se satisface, de modo que la funcion dada es discontinua en x = 3. Esto se
advierte en la figura 14. La gréfica de f(x) se rompe en x = 3y el punto aislado
(3, 5) de la gréafica no esta unido continuamente al resto de la grafica. @ 24

FIGURA 14

A primera vista pareceria que las funciones discontinuas son de poca impor-
tancia en los problemas practicos. Sin embargo, éste no es el caso, como el siguiente
ejemplo de muestra.

EJEMPLO 6 (Funcién de costo del azicar) Un mayorista vende azucar a 50¢ el
kilo en el caso de cantidades hasta de 100 kilos. Si se trata de cantidades entre 100
y 200 kilos la tarifa es de 45¢ el kilo y para 6rdenes por encima de los 200 kilos el
precio es de 40¢ el kilo. Seay = f(x) el costo en pesos de x kilos de azlcar. Enton-
ces si x = 100, y = (0.5)x. Para 100 < x = 200, el costo es de $0.45 por kilo, de
modo que y = 0.45x. Por ultimo, si x > 200, y = 0.4x. La gréfica de esta funcion
aparece en la figura 15. Es claro que la funcién es discontinua en x = 100 y x = 200.

En la seccién 1-3, definimos el término diferenciabilidad: se dice que una
funcién f(x) es diferenciable en el punto x si la derivada



@ 25. (Méas dificil) Utilizando la
definicion de f’(0) como un limite,
demuestre que la funcion f(x) =
x| x| es diferenciable en x = 0

S0+ Ax) — f(0)
Resuestalin

. Ax|Ax| - oo
Ax=0 Ax
—1im AX | AX |
Ax=0  AX

= lim |Ax| , Que existe y es igual
Ax—0
a cero.

LY
200 |-
Iv4
6 -
- (200, 90) i
100 (100, 50) J | (300, 120) 4
| L
| | i
- | | ! | o 1 | | | | | | | >
ol 100 200 300 400 x 4 2 o 2 4
Y
Y
FIGURA 15 FIGURA 16

60 = tim T80 = £

Ax—0 AX

existe en ese punto.

EJEMPLO 7 Demuestre que la funcion f(x) = |x| no es diferenciable en x = 0.

Solucion Debemos considerar x = 0, de modo que f(x) = f(0) =0y f(x + Ax) =
£(0 + Ax) = F(Ax) = |Ax]. Asi que

Ay = f(x + Ax) — f(x) = |Ax|] —0 = |Ax]
Por consiguiente,

d
—y=l|'m Ay = lim |Ax|

dx a0 AX a0 AX

Pero en el ejemplo 2, analizamos este limite y demostramos que no existe. De
hecho, los limites por la derecha y por la izquierda existen pero son distintos.

lim lAX| =1, lim |AX|
=0t AX x=0-  AX

=-1

Por tanto, f no es diferenciable en x = 0.

Lagraficadey = |x| se observaen la figura 16. Si x > 0, la gréfica tiene una
pendiente constante de 1; mientras que si x < 0 tiene una pendiente constante de —1.
Si x = 0, no existe pendiente dado que la grafica presenta un pico en este valor de
x. Esta es la razon de que |x| no sea diferenciable enx = 0. @& 25

Una funcion y = f(x) es diferenciable en cierto valor de x si su gréafica es
““suave” en el punto correspondiente (x, y), por lo que entendemos que la gréfica tie-
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@ 26. Existe una propuesta para
“racionalizar” la estructura de
impuestos en Erehwon gravando
con el 25% todos los ingresos

por arriba de $10,000 y hasta e
incluyendo $30,000 y con 40%

a todos los ingresos por encima
de $30,000. Construya la nueva

ne una linea tangente bien definida con una pendiente bien definida. Si la grafica
presenta un pico en el punto (X, y), se sigue que f(x) no es diferenciable en tal va-
lor x. En el ejemplo anterior se da una de tales funciones.

EJEMPLO 8 (Impuesto sobrelarenta) En el mitico pais de Erehwon, los habitan-
tes afortunados no pagan impuesto sobre la renta en sus primeros $10,000 de
ingresos gravables.* Las tasas de impuestos graduadas para niveles de ingresos mas
altos se dan en la tabla 5. Denotamos con | los ingresos gravables y con T la canti-
dad gravada. Exprese T como una funcién de I, dibuje la gréafica de esta funcion y
estudie su diferenciabilidad.

TABLA 5

Ingresos gravables  Tasa de impuesto

$10,001—%$20,000 20%
$20,001—-$30,000 30%
Maés de $30,000 40%

Soluciéon Si0 = 1= 10,000, T = 0. Cuando 10,000 < I = 20,000, la cantidad por
la cual | excede a 10,000 se grava en un 20%. Por consiguiente, en este rango,

T = 0.2(I — 10,000) = 0.2 — 2000

Cuando I = 20,000, T = 0.2(20,000 — 10,000) = 2000, de modo que el impuesto
a $20,000 es de $2000.

En el caso, de que 20,000 < | = 30,000, la cantidad por la que | sobrepasa
20,000 se grava en un 30%. Asi que, en este rango,

T = 2000 + 0.3(1 — 20,000) = 0. 31 — 4000

Cuando | = 30,000, T = 0.3(30,000) — 4000 = 5000, de modo que el impuesto es
de $5000.
Continuando en esta forma, construimos una tabla de valores de T como una

version de la tabla 6 en este caso. funcion de | (véase la tabla 6) y la grafica aparece en la figura 17. & 26
TABLA 6
Respuesta ! T
| T | = 10,000
| < 10,000 0 10,000 < | = 20,000 0.21 — 2000
10,000 < I = 30,000 0.251 — 2500 20,000 2000
30,000 5000
| > 30,000 0.41 — 7000 20,000 < | = 30,000 0.31 — 4000
30,000 5000
1 > 30,000 0.41 — 7000
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La grafica consta de varios segmentos lineales. Es claro que la cantidad gra-
vada es una funcion continua de los ingresos gravables, pero no es diferenciable en

*1 Délar de Erehwon = 5 U.S. dolares.



@ 27. (Méas dificil) Demuestre
que f(x) = x2 no es diferenciable
en x = 0. (Sugerencia: Vuelva a la
definicion de la derivada, f7(0)).

Respuesta lim 20+ 20 = /10

Ax=0 AX
(Ax)Y/3 — 01/3
= |lim —
Ax=0 AX

= lim (Ax)~2/3
Ax—0

que no existe. (No es suficiente

decir que f no es diferenciable en

x = 0 yaque f/(x) = $x2/3, que

no existe cuando x = 0. Todo esto

muestra que no existe Iing )y
X

esto no es lo mismo que f7(0)).

(Miles)

A\l (Miles)

FIGURA 17

los puntos en que la gréafica presenta esquinas. Esto ocurre en los valores de | que
marcan las divisiones de la escala de impuestos graduada. Entre estos puntos divi-
sorios, T es diferenciable, y su derivada representa la tasa de impuestos marginal.

Otro caso en que una funcion no es diferenciable surge cuando la linea tan-
gente en cierto punto resulta ser vertical. En tal caso, la pendiente de la linea tangen-
te no esta definida en el punto en cuestion, de modo que la funcion no es diferencia-
ble en ese valor de x. Por ejemplo, dejamos como ejercicio probar que la funcion
f(x) = x13 no es diferenciable en x = 0. & 27

Observemos que en el ejemplo 7 tenemos una funcion que esta definida y es
continua para todos los valores de x, pero no siempre es diferenciable. En x = 0,
fx) = |x| es continua pero no diferenciable. Es claro que, por consiguiente, el
hecho de que una funcion sea continua no implica que sea diferenciable. Sin em-
bargo, la afirmacion reciproca es cierta: si f(x) es diferenciable en un punto x = c,
se sigue que es continua en x = c. Asi que, diferenciabilidad implica continuidad,
pero no al revés. No daremos una demostracion de este resultado, aunque es muy
importante.

I :)ErCicios 1-6

(1-4) Utilice la gréafica de f(x) de la pagina 490 para estimar

los siguientes limites.
L a) lim ()
2. 3) lim_f(x)
3.a) lim f(x)

b) Iirp fx)
b) lim_ £(9)
b) Iirp_ f(x)

o i 1 salmie  DinW ol
¢) lim f(x)

c) Il'nl1 fx)

(5-16) Calcule los siguientes limites laterales.

5. lim Vx -1 6. Iim V1 — 2x

x-1t x=1/27
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7. lim V4 — 3x 8. Iim Vx+1
X4 /3T x>-1"

9 1i |X—1| 10, If x+1
’ xI—H]* x—1 .X_I)[TI_ X+ 1

1. tim =31 12. lim —,—|—XZ_X_2
' w3 9 - X2 ' x—=2 X—2

13, lim — 14. lim, ~—
T xs0m X2 Txomtt X+ 1

15. lim ﬁz — X 16, tim X8
o1 IX—1 D o2 (X - 2)3

(17-22) Estudie la continuidad de las siguientes funciones en
x = 0y bosqueje sus graficas.

2
17. f(x)=x7 18. g(x) = V2
x| parax # 0
19. h(x)={ 1 parax=0
M six#0
20. Fx) =1 «x
0 six=10
0 six<O0
O i
0 six<O0
22. H(x) = {x six>0

(23-28) Analice la continuidad de las funciones siguientes en
los puntos indicados y bosqueje sus graficas.

23. f)=x+4x+7, x=1

2x—1
24.g(x)=x_1; =1
M Six 3
25 f) =1 x-3 (X =3
0 Ssix=3
X -4 ara X # 2
26. G(x) =1 x—2 P ; =2

4 parax = 2

5+ 7 parax >2

27'f(x)_{Zx+3 parax < 2’ x=2
_J3x+5 parax <1

28. f(x) _{10—2x parax > 1’ x=1
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(29-35) Encuentre los valores de x (si los hay) para los cuales
las siguientes funciones no son continuas.

x+1 X2+ 1
29. f(x) = — 30. f(x) = -9
X2+ 5 X2 —4
31. f(X)—m 32. f(X)_X2+4
X2+ 2x + 3
B = a
Six>3
4. fx)=1x—2
2x—5 six=3
six=3
35, fx) =1 Xx—2
2x+1 six>3

(36-37) Encuentre el valor de h en los siguientes ejercicios, de
modo que f(x) sea continua en x = 1.

X2 —3x+4 six#1
36'f(x):{ h six=1

hx +3 six=1
37'f(x)_{3—hx six<1

(38-41) Determine los valores de x para los cuales las funcio-
nes siguientes no son diferenciables.

*38. f(x) = x?*

- _J0 parax=0
39'f(x)_{x para x > 0

0 arax =0
*40. 109 = {xQ Earax >0

*41. f(x) = (x — 1)12



42. (Funcién de costo de la electricidad) Una compafiia de
luz fija una tarifa de 10¢ por unidad de electricidad para las
primeras 50 unidades utilizadas por un usuario doméstico
cada mes y de 3¢ por unidad en el caso de cantidades por
encima de ésta. Si ¢(x) denota el costo de x unidades por mes,
estudie la continuidad y la diferenciabilidad de c(x) y bos-
queje su grafica.

43. (Costo de un empleado) Denotemos con f(x) el costo por
semana que una empresa gasta en el contrato de un em-
pleado que trabaja x horas por semana. Este costo consta
de (1) un costo fijo de $20, (2) un sueldo de $6 por hora
durante las primeras 35 horas, (3) un salario extra de $9 la
hora por horas laboradas més alla de las 35 pero sin llegar
a las 45 horas, y (4) un salario extraordinario de $12 por
horas laboradas sobrepasando las 45. Estudie la continui-
dad y la diferenciabilidad de f(x) y dibuje su grafica.

44, (Impuesto sobre la renta) En cierto pais las tasas de im-
puestos graduadas son como siguen: 10% en los primeros
2000 denarios (la unidad monetaria); 25% en los siguien-
tes 4000, y 40% en cualquier ingreso adicional. Exprese la

cantidad de impuesto sobre la renta como una funcion del
ingreso y dibuje la gréfica de esta funcion.

45. (Impuesto sobre la renta) En el pais del ejercicio 44 se ha
propuesto cambiar el grupo de impuestos a lo siguiente: no
hay impuesto en los primeros 2000 denarios, 30% en los si-
guientes 4000 y 50% en cualquier ingreso adicional. Expre-
se el cambio en el impuesto sobre la renta individual como
una funcién de su ingreso y dibuje la gréfica de la funcion.

46. (Funcién de costo discontinua) Para niveles de produc-
cién superiores a las 1000 unidades semanales, la funcion
de costo de una compafiia es C(x) = 5000 + 8x, donde x
es el nivel de produccién. Si x > 1000 se debe abrir una
nueva linea de montaje y la funcién de costo se vuelve
C(x) = 9000 + 6x. Si las unidades son vendidas a $16 ca-
da una, construya la funcion de utilidades de la empresa.
Haga la grafica de esta funcion y analice su continuidad.

47. (Tarifas postales) Una carta de primera clase tiene un cos-
to de 12¢ por gramo o fraccién menor. Denotemos con f(X)
el costo de enviar una carta que pesa x gramos. Analice la
continuidad y la diferenciabilidad de f(x) y bosqueje su
grafica0 < x = 8.

B ::r-50 DEL CAPITULO 1

Términos, simbolos y conceptos importantes

1.1 Incremento, Ax, Ay
Tasa de cambio promedio de y con respecto a x: Ay/Ax
Velocidad promedio.

1.2 Velocidad instantanea.
Limite (o valor limite): lim £(x)
Funciones continuas.
. ) _ ~dy df d .,
1.3 Derivada: Paray = f(x): o o ax Y, /(X
Diferenciabilidad, diferenciacion.
Pendiente de la recta tangente.

1.4 Formulas para las derivadas de potencias.

1.5 Costo marginal, C’(x). Costo promedio, C(x) = C (x)/x
Ingreso marginal, R’(x). Utilidad marginal, P’(x)
Productividad marginal, rendimiento marginal, tasa
marginal de impuestos.

Propensién marginal al ahorro y al consumo.

1.6 Limites laterales:
limites por arriba (por la derecha), lim f(x);
X—C+

limite por abajo (por la izquierda), lim f(x);
X—C—

Continuidad, discontinuidad, discontinuidad de salto.

Formulas

AX =X, — X
Siy = f(x), entonces Ay = f(x + Ax) — f(x)

. . As . . 5 . As
Velocidad promedio = —. Velocidad instantanea = lim —
At A0 At

Teoremas sobre limites:

lim (mx + b) =mc + b

lim bf () = b lim £(

lim [F)I" = [lim £ (]

lim [£() = g9 = lim £() * lim g0
lim [£(9 9] = lim £(<) - lim g

i
i £ _ im f(x)

ch W lim g(x)
X—C
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Paray = f(x): % = f(x) = EQ)LJFAA’?(_J

dy

Formula para la potencia: Siy = x" o nx"—1

Teoremas de diferenciacion:

d du
™ (cu) = ¢c —, en donde c es una constante.

dx
i(u_;,_)fd_u_i_ﬂ
dx YT ax T dx

P(X) = R(x) — C(x), P’(X) = R(X) — C'(X)

1. Establezca la veracidad o falsedad de cada una de las si-
guientes proposiciones. Cada enunciado falso cambielo
por una proposicion verdadera correspondiente.

a) Si el limite de una funcidn existe en un punto, entonces
la funcion debe estar definida en ese punto.

b) Una funcién f(x) es continua en x = a si, y s6lo si, lim
f(x) = f(a) o

c) Siuna funcidn tiene derivada en un punto, entonces, en
ese punto la funcion esta definida.

d) La derivada de un producto de funciones es igual al
producto de las derivadas.

e) Sif(x) = | x|, entonces f ‘0) =0

f) Siy es una funcion de x, entonces el valor de Ay (el in-
cremento de y) debe ser positivo.

g) El significado de limf(x) = A es que f(x) esta cerca
de A cuando x se aprdxima a a por la izquierda.
h) Si lim f(x) existe, entonces lim f(x) también existe.

X—a X—a+
i) Si una funcion es continua en un punto, entonces es di-
ferenciable en ese punto.

j) Siunafuncién es diferenciable en un punto, entonces es
continua en ese punto.

k) Si la funcion f(x) no esta definida en x = ¢, entonces no
existe Iim f(x)
X—C

2. Determine Ay cuandoy = 2y Ax = 1
3. Determine Ay cuando x = 1y Ax = 0.2, en el caso en que
y=x2+2x—5

4. (Funcion de costo) Para la funciéon de costo C(x) =
2500 + 8x, determine el incremento en el costo cuando la
produccion se incrementa de 50 a 55 unidades. Calcule el
costo promedio por unidad adicional.

5. (Funcién de costo) Para la funciéon de costo C(x) =
2000 + 5x + 0.02x?, determine el incremento en el costo
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cuando la produccion se incrementa de 50 a 55 unidades.
Calcule el costo promedio por unidad adicional.

6. (Caida libre) En el caso de un objeto que cae bajo la ac-
cion de la gravedad, calcule la velocidad promedio entre
t =5yt = 6segundos. (t = 0 es el instante en que se suel-
ta el objeto).

(7-20) Evalde los siguientes limites.

, X—3 L =l
7 le_rgx+3 8 lem 1—x
. |x—1| . X2 —4
M =1 10 Im e rx—6
11, tim XL 12, lim X *+4-3
.xl—mlxz_l .xl—rE X—5
VX +h = Vx S
13, lim ————— 14, Ifm E N =%
h—0 h—0 h
. X2+ x—132 . X2+ 8x+ 12
15 x|—|>r—n12 X+ 12 16. >I<I—>me X2+ x — 30
17. lim X2 + 8x + 12 18, lim V2x+1-17
" o5 X2+ x— 30 "o Vx+1-5
_ Vx-Va - 1-V3-5
19. lim —— 20. lim ——
X—a X—a X—2 X—2

(21-24) Calcule las derivadas de las funciones siguientes, usan-

do la definicion de la derivada como un limite.
21. f(x) = (x — )12 22. f(x) =(x —1)12
23. f(x) = (x — 1)2 24, f(x) = (x + 1)%(x — 2)

(25-36) Calcule las derivadas de las funciones siguientes con
respecto al argumento dado.

25. x2 V/x 26. xe
X—2)(Xx + 2 . X =NH(x+2)
27. \/; 28. w



2 -ap)pr+n 30 B0

p2
3L 32. Vm - Vm?
2+ 1)(y +
*33. W 34, (2 +2u — 15) — u — 30)
*35 Ll *36 u2
T +1 Do BEL

(37-40) Determine el costo marginal de cada una de las si-
guientes funciones de costo.

37. C(x) = 800 + 5x?

38. C(x) = 0.1x3 — 2x2 + 10x — 2500

39. C(x) = 0.2x? + 8x + 500

40. C(x) = 0.001x® — 0.01x? + 25x + 700

(41-42) Determine la utilidad marginal dada cada una de las si-
guientes ecuaciones de demanda.

41. 2x + 25p = 2000 42. x? + 200p = 500

(43-44) Calcule la utilidad marginal en los problemas 41 y 42,
si la funcion de costo es C(x) = 1500 + 8x.

45. (Precio marginal) Si la funcion de demanda esta dada por
p = f(x), entonces dp/dx se denomina funcion de precio
marginal. La ecuacién de demanda de cierto producto es
p = 2000 — 5x — x2. Determine el precio marginal a un
nivel de demanda de 15 unidades.

46. (Precio marginal) La ecuacion de demanda de cierto pro-
ducto es p = 25/(x+1). Determine la funcion de precio
marginal.

47. (Demanda marginal) Si la relacién de demanda esta dada
por x = f(p), entonces dx/dp se denomina la demanda mar-
ginal. Si la ecuacion de demanda de cierto producto es
p? + 2x = 50, determine la demanda marginal a un nivel
de precio de p = 2. Interprete el resultado.

48. (Productividad fisica) La productividad fisica p se define
como la produccion fisica de un nimero dado de trabaja-
dores 0 maquinas y es, entonces, una funcion del nimero x
de trabajadores o maquinas. En el caso de cierta empresa,
p = 200(x + 1) — 100. Determine la productividad fisica
marginal dp/dx cuando x = 2.

(49-51) Investigue si las siguientes funciones son continuas en
los puntos que se indican.

V7+x-3
— i X# 2
49. f(x) = X— 2 . x=2
—l si X=2
6
X2—Xx—6
—————— i X#3
50. f(x) = X+ 2x—15 . x=3
E si X=3
8
|x+2|
51. f(x) TR X= =2
52. Determine el valor de a si
X2+ a si X # 2
f(x) =
7 Si X =2,

es continua en x = 2

53. Sif(x) = 11_+

determine f(—1)

X2 .
” parax # —1y f(x) es continuaenx = —1,

54. (Costo de un empleado) Sea c(x) el costo que tiene una em-
presa en el contrato de un empleado que trabaja x horas en
una semana. Este costo consta de (1) un costo fijo de $30,
(2) un sueldo de $8 por hora para las primeras 40 horas, (3)
un sueldo extra de $12 la hora por cada hora laborada por
encima de 40 y hasta la 50 y (4) un salario extraordinario
de $15 por cada hora laborada, por arriba de la hora 50. Es-
tudie la continuidad y la diferenciabilidad de c(x) y dibuje
su gréfica.

55. (Tasa de interés) En un estado el impuesto a la venta se es-
tablece de la manera siguiente.

Para ventas menores de $1500 el impuesto es de 3%. Para
cantidades de $3500 0 mas, y hasta $6500 el impuesto es
5% y para cantidades mayores a $6500, el impuesto es de
8%. Construya la grafica de la tasa de impuesto como una
funcién del monto de la venta, y analice su continuidad y
diferenciabilidad.
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CASO DE ESTUDIO

PROPAGACION DE UNA EPIDEMIA

En el caso que se plante6 al inicio del capitulo, que trataba con
el nimero de infectados por cierta enfermedad, se tenia el mo-
delo

I(t) = 10000 — 4500(t"Y2 + 1), parat>1

La primera pregunta, “;cuadntos casos se tienen en la primera
semana?”, se puede responder ya sea por medio de la gréfica,
o bien, con el célculo de I(1); por lo que

a) El nimero de enfermos en la semana 1 es 1(1) = 1000.

El aumento de casos de la semana 4 a la semana 6 no es
mas que A(l) = 1(6) — 1(4), es decir,

b) El aumento de casos de la semana 4 a la semana 6 es
igual a

1(6) — 1(4) =~ 413 casos

Ahora bien, la rapidez de propagacion promedio de la
enfermedad, del tiempo t al At, como se vio en la sec-
cién 11.1, esta dada por

Al It A

At At
Asi que para responder la tercera pregunta:

¢) Enpromedio, ¢qué tan rapido se propaga la enfermedad
enlasemanalala2?

Se sustituye t = 1, At = 1 en la expresion anterior y se
obtiene

1(2) — 1(1
Rapidez promedio de propagacion, AlD = @) —1(0) ~

1318 individuos/semana. At !

La pregunta, “;qué tan rdpido se propaga la enfermedad
en la semana 9?7, es diferente a la anterior, pues aqui se pi-
de la rapidez instantanea, es decir, se debe analizar cuando
At — 0. Por lo que si aplicamos las formulas estudiadas en es-
te capitulo a I(t), se obtiene

% = % (10,000 — 4500(t2 + 1) = @ =32
Por tanto,
di@t) _ 2250
dt t3
Asi que,
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d) y e) En la semana 9 la enfermedad se propaga con una rapi-
dez de

di(9) _ 2250 Lo

o - 27 83.33 individuos/semana
y en la semana 50,

di(9) _ 2250

ot W =~ 6.36 individuos/semana

Asi, la doctora Socorro recopil6 informacion en la poblacion y
en realidad el nimero de enfermos, en algunas semanas fue la
siguiente

Semana NUm. enfermos
1 848
8 2400
18 3600
28 4490
35 5020
46 5755

La gréfica de los puntos aparece a continuacion,

Enfermos
A

6000
5000

4000

3000

2000

1000 fg

Semana
1 1 1 1 L 5

10 20 30 40 50

Con estos puntos y técnicas estadisticas, que analizara en otros
cursos, se determind que un modelo méas adecuado para el nd-
mero de enfermos en la semana t es



E(t) = 6000 /%, paral =t =50

Con base en este modelo, responda las mismas preguntas que
para el primer modelo. Por otro lado, analice ambos modelos y
diga que sucede a la larga, es decir, qué sucede cuando t es 100,
1000, 10000, etcétera. La grafica de ambas funciones se mues-
tra a continuacion.

Enfermos
A

6000
5000
4000

3000
2000

1000

10

20

30

40 50

Semana

¢Puede identificar cual es la grafica de cada una de las funcio-

nes, I(t) y E(t)?
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CAPITULO

Calculo de derivadas

Propension marginal al ahorro

Al igual que los individuos, una poblacidn tiene ingresos
y gastos. Ahora bien, en forma simplificada, se puede de-
cir que el destino de estos ingresos son dos; el primero,
los gastos en bienes, servicios, etcétera y, si queda algo, el
segundo destino es el ahorro. Como se vio en el capitulo
anterior, si C es la cantidad total gastada por la poblacién
e | es el ingreso total recibido, entonces,

S=I1-C
es la cantidad ahorrada. Considere una poblacion que, con

base en informacion previa, su funcién de consumo se
puede modelar mediante

C(l) = 2.4 + 0.2 + 4 In(0.25l), para | = 2

con I en miles de millones de délares. La grafica de esta
funcién aparece a continuacion.

Consumo

14
12
10
8 -

6
4 |
2

Ingreso

TEMARIO

Esta grafica, como era de esperarse, dice que si el ingreso
aumenta, entonces, el gasto en consumo también aumenta.

a) Pero, ¢qué tan rapido aumenta el consumo con
respecto al aumento del ingreso?

b) Y si, como se dijo al inicio, el otro destino de los
ingresos es el ahorro, ¢esta poblacién tiende a
ahorrar més o0 menos cuando el ingreso aumenta?

c) Si el ingreso total de la poblacion es de 25 mil
millones de ddlares, ¢cudl es la propension mar-
ginal a ahorrar? ;Y cuél es la propension margi-
nal a consumir?

Para ayudarle a responder estas preguntas, le sera Gtil ana-
lizar la derivada de la funcién C(l) con respecto de I. Des-
pués de estudiar este capitulo, y repasar la seccién 1.5,
Anédlisis marginal, responda las preguntas anteriores. A
dc()
di
ayudara a responder las preguntas que se plantearon.
cm

continuacion se muestra la grafica de , la cual le

3
2.5}
2k
15}
1
0.5}

Ingreso (1)

2-1 DERIVADAS DE PRODUCTOS Y COCIENTES

2-2 LA REGLA DE LA CADENA
2-3 DERIVADAS DE FUNCIONES EXPONENCIALES Y LOGARITMICAS
2-4 DERIVADAS DE ORDEN SUPERIOR
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B 2-1 DERIVADAS DE PRODUCTOS Y COCIENTES

En esta seccion, probaremos y explicaremos el uso de dos importantes teoremas que
representan técnicas Utiles cuando se requiere derivar funciones complicadas.

TEOREMA 1 (LA REGLA DEL PRODUCTO) Si u(x) y v(x) son dos funciones
de x diferenciables, se sigue que

d dv du
—_— . — —_— _|._ —_
dx (U-v)=u dx v dx

Esto es,

uv) = uv + vu’
()

En términos verbales, la derivada del producto de dos funciones es igual a la
primera funcién por la derivada de la segunda mas la segunda funcion por la deri-
vada de la primera.

EJEMPLO 1 Calculey’ siy = (5x2 — 3x)(2x® + 8x + 7)
Soluciéon La funcién dada y puede escribirse como un producto y = uvsi hacemos
U=5x¥%—-3x y v=23+8+7
Asi, por los métodos de la seccion 11-4, advertimos que
u=10x-3 y v =6x2+8
Por consiguiente, por la regla del producto,

!

y' = uv' + wu’
(5%% — 3x)(6x2 + 8) + (2x3 + 8x + 7)(10x — 3)
= 50x* — 24x3 + 120x2 + 22x — 21

Observe el procedimiento aqui:
1. Identifique uy v tal que y = uw.
2. Calculeu’ y v'.
3. Utilice la regla del producto para determinar y’'.

En el ejemplo 1, en realidad no necesitabamos la regla del producto para calcu-
lar la derivada de la funcion dada. Pudimos calcular y” eliminando los paréntesis del
lado derecho y expresando a y como una suma de potencias de x.

y = (5x% — 3x)(2x3 + 8x + 7)
= 10x5 — 6x* + 40x3 + 11x2 — 21X
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@ 1. Utilice la regla del producto
para derivar las funciones
siguientes:

a) 2x —1)(x2+ 1)

b) (3t2 + 2t + 1)(t? — 2)

c) x*g(x)

Respuesta
a) 2x—1)-2x+2-(x2+ 1)
=6x2—2x+2

b) (32 +2t+1)-2t+
(6t + 2)(t2 — 2)
=128 + 612 — 10t — 4

c) X2g'(x) + 2xg(x)

@ 2. Calcule el ingreso marginal
para la relacion de demanda
p=10 — 2x — 3x2

Respuesta R’(X) =p + x (=2 — X)
=10 —4x — 32

y’ = 10(5x*) — 6(4x%) + 40(3x?) + 11(2x) — 21(1)
= 50x* — 24x3 + 120x? + 22x — 21

Los ejemplos que se dan a continuacion también ilustran la utilizacion de la
regla del producto aun cuando podrian resolverse empleando los métodos del capi-
tulo 1. Sin embargo, més tarde nos toparemos con funciones para las que ese mé-
todo alternativo no existe. En estos casos, sera esencial utilizar la regla del produc-
to con la finalidad de calcular las derivadas.
EJEMPLO 2 Dada f(t) = (2Vt + 1)(t2 + 3), determine f'(t).

Solucién Usamos la regla del producto conu = 2Vt + 1 = 2t1/2 + 1y v =t + 3.
Entonces u’(t) = 2 - 3t-/2 = t1/2y v/(t) = 2t. Tenemos

f'(t) = uv’ + vu’
(2tY2 +1)(2t) + (2 + 3)(t71/?)
= 4t3/2 + 2t + 32 + 312

=5t3/2+2t+% e 1

La ecuacion de demanda da el precio p en que una cantidad x de cierto articu-
lo puede venderse durante cierto periodo. En general, podemos escribir p = f(x). El
ingreso originado en la venta de este nimero de articulos es

R =xp

Dado que R esta expresado como el producto de dos cantidades, el ingreso margi-
nal, que es la derivada de R con respecto a x, puede obtenerse mediante la regla del
producto.
drR d d dp dp
> — n— + Xx— — . + X—= = + X—
dx pdx ) de (P)=1-p+x dx P de

La derivada dp/dx puede calcularse a partir de la relacion de la demanda. Es el
cambio en el precio por unidad de aumento en la demanda que se necesita para pro-
ducir un cambio muy pequefio en la demanda.

EJEMPLO 3 (Ingreso marginal) Si la ecuacion de demanda es lineal, tenemos
p=a— bx
donde a y b son dos constantes positivas. Asi, dp/dx = —by el ingreso marginal es

dr _ dp _, _ by —a-—
™ p+xdX a — bx + x(—h) = a — 2bx

Observemos que el ingreso marginal en este ejemplo puede calcularse directa-
mente.
R = xp = x(a — bx) = ax — bx?

En consecuencia, R’'(x) = a — 2bx, como antes. & 2
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@ 3. Utilice la regla del cociente
para derivar las siguientes
funciones:
X 2t +5

a b

) x—1 ) 2t—5
1-ud
1+u

©)

Respuesta

x—1)-1-x-1
Ty
__~1
C (-2
(2t—5)-2— (2t +5)-2

(2t — 5)?

=20
T (2t—5)2

b)

(1+ud) - (=3u)—(1 — uvd)(3u?)

Observacién La regla del producto se extiende de manera directa al produc-
to de mas de dos funciones. Para el producto de tres funciones se transforma en

(uvw)” = u'vw + uv'w + uvw’

TEOREMA 2 (REGLA DEL COCIENTE) Si u(x) y v(x) son dos funciones dife-
renciables de x, se sigue que

Jdu  dv
d_u(g)_ ax dx

dx \v V2

o0 bien,

uy vl —u
v v?

©) (L + 1)
_ 6w
S+ wy

@ 4. En el ejemplo 5, calcule la
tasa de crecimiento per capita si

el crecimiento de la poblacion se
reduce a P = 75 + t millones en el
instante t.

dy =25
Respuesta dt (75 + 1y

Esto es, la derivada del cociente de dos funciones es igual al denominador por la
derivada del numerador menos el numerador por la derivada del denominador
todo dividido entre el cuadrado del denominador.

EJEMPLO 4 Calcule y’ si

_x+1
X3+ 4

Solucién Primero necesitamos seleccionar u y v tales que y = u/v. En este caso:
u=x2+1yv=x3+ 4. Entonces, tenemos que u’ = 2x y v’ = 3x2. Finalmente,
de la regla del cociente tenemos

y = vv—uv _  (x3+ 4)(2x) — (x* + 1)(3x?)
v? (x® + 4)?
_ 2B - (B 3X) _ X — 3¢+ 8K g g
(3 + 4)? (3 + 4)?

EJEMPLO 5 (Ingreso per capita) El producto nacional bruto (PNB) de cierto pais
estd aumentando con el tiempo de acuerdo con la férmula | = 100 + t (miles de
millones de dolares). La poblacion en el instante t es P = 75 + 2t (millones). En-
cuentre la tasa de cambio del ingreso per capita en el instante t.

Solucion El ingreso per capita, que denotamos por y, es igual al PNB dividido
entre el tamafio de la poblacion:

yo Lo 100+t
P 75+2t

(miles de délares)

Para derivar esto utilizamos la regla del cociente cony = u/v, en donde u = 100 + t
y v= 75 + 2t. Entonces, du/dt = 1y dv/dt = 2. Con base en la regla del cociente,

dy _uwv—w _ (75+20)-1-(100+1)-2 _  —125
dt V2 (75 +21)? (75 + 2t)2
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_ (x+ 1) —2x)

x—1
Solucién Primero escriba y = u/v, como un cociente, con u = (x + 1)(x® - 2x) y
v = X — 1. Entonces, de la regla del cociente,

EJEMPLO 6 Determine dy/dx siy

,_ UWv—uw/
y 2

v

Inmediatamente tenemos v* = 1, pero para encontrar u” utilizamos la regla del pro-
ducto. Escribimos u = u,uy, en donde u; = x + 1y v, = x3—2x. Entonces, u; = 1y
v = 3x? — 2, de modo que
uU=uy +tou=x+1)0Bx2-2)+—-2x)-1
=4x3 + 3x2 — 4x — 2

Entonces tenemos

b XA+ —4x—2) - (x+ (X —2x) - 1
(x — 1y

y

_ x4t —2x® —5x* +4x + 2
(x — 1)?

Sea C(x) la funcidn de costo de cierto articulo (esto es, C(x) es el costo de fa-
bricar y vender una cantidad x de los articulos en cuestion). La derivada C’(x) da el
costo marginal. La razén C(x)/x es igual al costo total dividido entre la cantidad
producida y de esta manera representa el costo promedio por unidad producida de
estos articulos. La derivada de esta razén con respecto a x se denomina el costo pro-
medio marginal. Da el incremento en el costo promedio por articulo por cada in-
cremento de una unidad en la cantidad producida.

Con el objetivo de calcular el costo marginal promedio de la funcion de cos-
to, debemos derivar la razon C(x) /x. Para esto, podemos usar la regla del cociente.

d d
deC(x) C(x) dxx

Costo promedio marginal = oiix (

CKx)
X X2
_xC'()—C() _ 1 [c'(x) 3 C(x)}
X2 X X

Observe que en esta expresion final los paréntesis cuadrados representan la di-
ferencia entre el costo marginal, C’'(x) y el costo promedio, C(x)/x. Por tanto, con-
cluimos que el costo promedio marginal es igual al costo marginal menos el costo
promedio todo dividido entre la cantidad producida. En particular, el costo prome-
dio marginal es cero cuando el costo marginal y el costo promedio son iguales.

EJEMPLO 7 (Costo promedio marginal) Calcule el costo promedio marginal para
la funcion de costo

C(x) = 0.001x® — 0.3x2 + 40x + 1000
cuando x = 100.
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@ 5. Encuentre el costo marginal,
costo promedio y costo marginal
promedio para la funcion de costo
C(x) =5+ x+2x?

Verifique que

C'(x) = x C'(x) — C(x)]

Respuesta

C'(x) =1+ 4x

C'(x) =5x14+ 1 + 2x,
C'(x) = —5x2+2

Solucion C’(x) = 0.003x2 — 0.6x + 40y asi

C’(100) = 0.003(100)? — 0.6(100) + 40 = 10

C(100) = 0.001(100)® — 0.3(100)2 + 40(100) + 1000 = 3000
En consecuencia, el costo promedio marginal cuando x = 100 es

%{C’(x) - %} = ﬁ[lo - %} = 02

Asi, cuando x = 100, el costo promedio por unidad decrece en 0.2 por cada unidad
adicional producida. (También podemos calcular esta respuesta haciendo C(x) =
C(x)/x, y después derivar la expresion resultante). @ 5

Demostraciones de los teoremas
DEMOSTRACION DEL TEOREMA 1 Seay = u - v. Entonces,
(u+ Au) - (v + Av)

y + Ay
=uv+u-Av+uv-Au+ Au- Av
=y+UuAv+ vAu + Au Av

Restamos y de ambos lados.

Ay = uAv + vAu + Au Av

Ay Av Au Av
—7 — [l— + J— + « —
AX u vX v AX A AX

Tomando limites cuando Ax — 0, tenemos que

. Ay . Av . Au . . Av

lim—*==ulim — + vlim — + lim Au lim —

a0 AX A0 AX o0 AX a0 axs0 AX
(Observe que las partes a) y ) del teorema 3 de la seccion 1-2 se aplicaron). El Gl-
timo término de la derecha es cero ya que, Au — 0 cuando Ax — 0, de modo que
obtenemos

dy dv du
— = - — + « ——
dx Y dx  °dx
como se requeria.
DEMOSTRACION DEL TEOREMA 2 Seay = u/v. Cuando x se incrementé a

X + AX, y seincrementaay + Ay,uau + Au,y va v + Av, por lo que

u-+ Au

+ Ay =
y y v+ Av
Restamos y = u/va ambos lados.

U+Au U _ vUu+Au —u@w+ Ay _ vAu—uAv
v+Av v v(v + Av) v(v + Av)

Ay =
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Dividiendo entre Ax, obtenemos

Ay VA Ax

Ax v(v + Av)

Au Av
u v

Si ahora tomamos los limites cuando Ax — 0, de modo que Ay/Ax — dy/dx,
Au/Ax — du/dx y Av/Ax — dv/dx, tenemos

Jdu du
dx dx _ow —uw
v(v + 0) v?

dado que el otro incremento Av en el denominador tiende a cero. Asi que, con esto

probamos el teorema.

I E)ERCICIOS 2-1

(1-12) Usando la regla del producto, calcule las derivadas de
las siguientes funciones con respecto a la variable respectiva.

Ly=Xx+1)03+3)
2.y = (¢ + 6x)(2 — 1)

3.u=(7x+1)(2 — 3x)

>

u=(x+7x)(x2+3x + 1)
5. f(X) = (x* — 5x + 1)(2x + 3)
6. g(x) = (& + 1)(x + 1)?

7. £(0) = (3 + T)(x — 1)2

8. y=(C+ l)(t - %)
9.u= <y + %)(y2 —5)

10,90 - 1+ 35 - 1)

11. g(x) = (X2 + 1)(3x — 1)(2x — 3)

12. f(x) = (2x + )3 + 1)@ + 7)

(13-16) (Ingreso marginal) Usando la regla del producto, calcu-
le el ingreso marginal de las siguientes relaciones de demanda.
13. x = 1000 — 2p 14. p=40 - 1Vx
15. x = 4000 — 10Vp

16. p = 15 — 0.1x%6 — 0.3x03

62 CAPITULO 2 CALCULO DE DERIVADAS

17. (Tasa de cambio del PNB) El ingreso per capita promedio
en cierto pais al tiempo t es igual a W = 6000 + 500t +
10t2. (W esté en délares y t en afios.) El tamafio de la po-
blacion en el instante t (en millones) es P = 10 + 0.2t +
0.01t2. Calcule la tasa de cambio del PNB en el instante t.
(Sugerencia: PNB = tamafio de la poblacion X ingreso
per capita).

18. (Tasa de cambio del PNB) Repita el ejercicio 17 en el ca-
so en que W = 1000 + 60t + t2y P = 4 + 0.1t + 0.01t2

(19-30) Use la regla del cociente con el objetivo de calcular las
derivadas de las siguientes funciones con respecto a la variable
independiente respectiva.

_ 3 _ Bt
19.y =" 20 1) = 5>
Xx+1
2Ly =1 22. 100 =573
+ p—
23.f(x):§_i 24, g(x) = 32_’;
2 -7t wv—-u+1
Y=y BT
2
27.x=£i1 28 1=2—
1 1
Y= av T NY= vy



0@ + 1)(2x + 3) (t + 3)(32 + 5)

31. f(x) = 3 1 32. g(t) = > 3t
(2 + 73w — 5) e+ 7
8.y = w2+ 1 Y= Ty

(35-38) Determine la ecuacion de la recta tangente a las grafi-
cas de las siguientes funciones en el punto que se indica.

35. y=(38x2+ 7)(x+2) en(—1,10)
36.y=x+1X)0—-1) enx=1

37.y= ZXX:ZS en (3, 3)

38. f(x) = i:‘ll enx=—2

39. Determine los puntos sobre la curva f(x)= ﬁ en

donde las rectas tangentes son horizontales.

. X+ 2
40. Determine los puntos sobre la curvay =

@15 e donde
las rectas tangentes son horizontales.
. X—3
41. Determine los puntos sobre la curvay = w3 &N donde

las rectas tangentes tengan una pendiente de %

42. Determine los puntos sobre la curva y = (x + 1/x)(x> +
6x) en donde las rectas tangentes tengan una pendiente de
—8 unidades.

(43-44) (Costo promedio marginal) Encuentre los costos
marginales de las funciones de costo siguientes (a, b y ¢ son

constantes).
43. C(x) = a + bx 44, C(x) = a + bxn

45. (Ingreso per capita) Si el PNB de una nacion al tiempo t
es | = 10 + 0.4t + 0.01t2 (en miles de millones de déla-
res) y el tamafio de la poblacion (en millones) esP = 4 +

B 2-2 LA REGLA DE LA CADENA

46.

*47.

48.

49.

50.

51.

52.

0.1t + 0.01t?, determine la tasa de cambio del ingreso per
capita.

Mediante la regla del cociente demuestre que (d/dx)
(x ") = —7x"8. (Sugerencia: Escriba x~7 = 1/x7).

Generalice el ejercicio 46 para probar que (d/dx)(x") =
nx"~1 cuando n es cualquier entero negativo. (Sugerencia:
Escriba x = 1/x™, en donde m = —n).

(Salario real) El salario real de cierto grupo de trabajado-
res aumentd de acuerdo con la formula W(t) = 3 + %t en-
tre 1970 y 1980, donde t es el tiempo transcurrido en afios
a partir de 1970. Durante este tiempo, el indice de precios
al consumidor estuvo dado por I(t) = 100 + 3t + %tz. El
salario real es igual a 100 W(t)/1(t) cuando se ajusta por la
inflacion. Calcule la razon de cambio de este salario real en
1970, 1975 y 1980.

(Granja piscicola) El peso de cierto lote de peces esta dado
por W = nw, donde n es el tamafio del lote y w es el peso
promedio de cada pez. Si n'y w cambian con el tiempo de
acuerdo con las formulas n = (2t + 3) yw = (t2 — t + 2),
encuentre la razén de cambio de W con respecto al tiempo.

(Fisica) Latemperatura absoluta T de un gas esta dada por
T = cPV, donde P es la presion, V el volumen y c es alguna
constante que depende de la masa del gas. Si P = (t2 + 1)
y V = (2t + t~1) como funciones del tiempo t, encuentre la
razon de cambio de T con respecto a t.

(Biologia) La densidad de algas en un estanque de agua es
igual a n/V, donde n es el nimero de algas y V es el volu-
men de agua en el estanque. Si n'y V varian con el tiempo
t de acuerdo con las formulasn = Vty V = V't + 1, calcu-
le la raz6n de cambio de la densidad.

(Ecologia) Sea x el tamafio de cierta poblacion de depre-
dadores y y el tamafio de la poblacion que le sirve de ali-
mento. Como funciones del tiempot, x =t2 + 4yy = 2t2
— 3t. Sea u el nimero de presas por cada depredador. En-
cuentre la razén de cambio de u.

Seay = f(u) una funcién de u y u = g(x) una funcién de x. Entonces, podemos es-

cribir

y = flg(x)]

que representa y como una funcién de x, denominada la funcién composicion de f
y 0. Se denota por (f o g)(x).

Las derivadas de funciones compuestas pueden calcularse mediante el teore-
ma siguiente. Se dard una demostracion al final de esta seccion.
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@ 6. Derive las funciones
siguientes. Indique como
descompuso cada funcion

a)y = (L=
b)y=V2x+1

Respuesta
a)y=uw, u=1-x

Y ext — ey
dX_ X( X)

by y=Vu=u2 u=2-+1,

dy 1
dx  Va2x+1

TEOREMA 1 (REGLA DE LA CADENA) Siy es una funcién de uy u es una fun-
cién de x, entonces

dy _ dy  du

dx du dx

La regla de la cadena representa la que es probablemente la mas util de todas
las herramientas de diferenciacion, como pronto se haré evidente. Es un recurso que
se utiliza con frecuencia al manejar el calculo diferencial y el lector debera dominar
su aplicacion tan pronto como sea posible. Cuando la usamos al derivar una fun-
cién complicada, es necesario reconocer que la funcion dada se puede escribir co-
mo la composicion de dos funciones mas simples. Los siguientes ejemplos ilustran
lo anterior.

EJEMPLO 1 Calcule dy/dx cuandoy = (x> + 1)°

Solucion Podriamos resolver este problema desarrollando (x? + 1)° como un po-
linomio en x. Sin embargo, es mucho més sencillo utilizar la regla de la cadena.

Observe que y puede expresarse como la composicion de dos funciones en la
siguiente forma:

y=u® donde u=x*+1

Se sigue que
dy _ e du _
U 5u y X 2X
Por la regla de la cadena, tenemos que
dy dy  du 4 2 4 2 4
-2 == .= = . = + . = +
™ U 5u% - 2x = 5(x® + 1)% - 2x = 10x(x*> + 1)* @ 6

Siy = f(u), otra manera de escribir la regla de la cadena es

dy _ ¢, ydu
dx f(u)dx

(dado que f”(u) = dy/du). En particular, si f(u) = u", f’(u) = nu"~1. Asi tenemos el
caso siguiente de la regla de la cadena.

. dy _,du
= n = = n—-1
Si y=[uM]" entonces o g

La composicién puede pensarse como tener diferentes capas que deben des-
prenderse una por una. La capa exterior de la funcién corresponde a la parte que de-
be calcularse al dltimo al evaluarla. Por ejemplo, siy = (x2 + 1)°, la parte exterior
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de la funcién es la quinta potencia y la parte interior es (x2 + 1). Al evaluar y para
un valor particular de x, debemos evaluar en primer término la parte interior, x2 +
1, y luego elevar a la quinta potencia. Por ejemplo, si x = 2, entonces la interior =
x2+1=22+1=5yy = (interior)®> = 5° = 3125.

Al derivar una funcién compuesta, debemos derivar primero la capa exterior
de la funcién, y después multiplicar por la derivada de la parte interior. En estos tér-
minos verbales podemos reformular la regla de la cadena en la siguiente forma:

Siy = f(interior), entonces % = f'(interior) - (derivada del interior con respec-
to ax)

Si y = (interior)", entonces % = n(interior)"~! - (derivada del interior con res-
pecto a x) X

Aqui interior significa cualquier funcion diferenciable de x.
Por ejemplo, volviendo ay = (x> + 1)5 pudimos tomar el interior como x? + 1
yy = f(interior) = (interior)®. Se sigue de inmediato que

9 clineriont - - (interi
i 5(interior) ~ (interior)

d
=5+ 1) —(x2+1
02 + Dt (¢ + 1)
= 5(x2 + 1)* - 2x = 10x(x* + 1)*

lo que da la misma respuesta que antes.

EJEMPLO 2 Dada f(t) = 1/Vt2 + 3, calcule f'(t)
Solucién Seau = t2 + 3, de modo que y = f(t) = 1/Vu = u~Y2 Se sigue que

du dy 1 1 _
— =2t =) - _= 3/2:__t2+3 3/2
dt Yoo T2 A

Asi que, por la regla de la cadena,

dy _ dy du
dt  du dt

- —%(t2 +3)73 . 2t = (2 + 3)-3

En forma alternativa, podemos resolver directamente,

f(t) = —ﬁ = (2 + 3) 2
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@ 7. Derive las funciones
siguientes:
a) y=xV2x+1

X

DY Va1

Respuesta
dy _ 3x+1
dx  V2x+1

dy _x+1
dx  (2x + 1)32

a)

b)

Aqui el interior es (2 + 3) y el exterior es la potencia —3. Usando la formula de la
potencia para derivar la parte exterior, tenemos

P =~ + et %(t2 +3)

_%(tz +3)732. 2t = (12 + 3)732

EJEMPLO 3 Daday = (x> + 5x + 1)(2 — x?)4, calcule dy/dx.

Solucion Primero escribimos y como un producto, y = uv, en donde u = x2 +
5x + 1y v = (2 — x»* De inmediato, tenemos u” = 2x + 5, pero para encontrar v’
debemos utilizar la regla de la cadena. Para esto, la parte interior = (2 — x?) y la
parte exterior de v es la potencia cuarta. Asi,

v = %(2 — X2t = 4(2 — x?)%- %(2 —x?)
=42 — x3)3 - (—2x) = —8x(2 — x?)?
Entonces, finalmente, de la regla del producto,
y =uv +ou = (X2 + 5x + 1)[—8x(2 — x3)%] + (2 —x?)*(2x + 5)
Entonces, factorizando:

% = (2 = X2 [-8x(x2+ 5x + 1) + (2x + 5)(2 — x?)]

= (2 — x?)°[10 — 4x — 45x2 — 10x%] & 7

_ 3
EJEMPLO 4 Determine dy/dx siy = (i — 1)

Solucion Aqui tenemos una alternativa de cémo dividir esta funcion. Podemos es-
cribir y como una funcién compuesta,

x—1
X+1

1)

y:u3’ u=

y luego utilizar la regla de la cadena. De manera alterna, podemos escribiry = u/v
endondeu = (x-1)3y v = (x + 1)%y luego utilizar la regla del cociente. O una ter-
cera alternativa es escribiry = uvendonde u = (x—1)3y v = (x + 1)~3 y utilizar
la regla del producto. Usaremos el primero de estos métodos, pero usted podria ve-
rificar que los otros métodos dan la misma respuesta.

De las ecuaciones (1), por medio de la regla de la cadena,

ﬂ:3u2%:3<x_ 1)2d_u

dx dx X+ 1) dx
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Para determinar du/dx escribimosu = u, /v, endondeu, = x — 1y v, = x + 1. En-
tonces, por medio de la regla del cociente

du _owui-up,  x+1)-1-(x-1)-1_ 2

dx v? (x + 1)2 Co(x+ 1)

@ 8. Resuelva el ejemplo 4 Asi, finalmente,

utilizando la regla del cociente )

o la regla del producto. dy = 3( x—1 )2 2 =6 (x — 1) e 8
dx Xx+1/) (x+1)? (x + 1)

EJEMPLO 5 (Utilidad marginal) Un fabricante de calzado puede utilizar su plan-
ta para producir zapatos para dama o caballero. Si él fabrica x (en miles de pares)
zapatos para caballero y y (en miles de pares) zapatos para dama a la semana, en-
tonces, x y y estan relacionados por la ecuacion

2x2 + y2 = 25

(Esta es la ecuacion de transformacion del producto). Si la utilidad es de $10 por
cada par de zapatos, calcule la utilidad marginal con respecto a x si X = 2.

Solucion La utilidad semanal P en miles de dolares esta dada por
P = 10x + 10y

dado que cada mil pares de zapatos se traducen en diez mil délares de utilidad, asi
(x + y) miles de pares daran 10(x + y) miles de délares de utilidad. Pero

y2 =25 — 2x?

o bien,

y =V25 — 2x?
Por consiguiente, podemos expresar P s6lo en términos de x como

P = 10x + 10V25 — 2x?

La utilidad marginal con respecto a x no es otra cosa que la derivada dP /dx. Mide
el incremento en la utilidad por unidad de incremento en x cuando x, la produccion
de calzado para caballeros, sufre un pequefio incremento. Esto es,
dP = d 2\1/2
Respuesta  EI primer paso es: dx a[le +10(25 — 2x%)]

Regla del cociente: L . o .
dy Con el objetivo de derivar el segundo término, debemos aplicar la regla de la cade-

dx na con interior = (25 — 2x?)
(x+12-3(x — 12— (x — 1)%- 3(x + 1)
[T DT 2 (25— 2032 = 325 - 20) 12 - S (25 - 20)
Regla del producto: N
Y (x+1)3-3(x— 1) =7~ 274
d

+X(x =13 [-3x + 1)1 = —2x(25 — 2x?)712
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@ 9. Supongaquey = VX + 2
Encuentre
dy/dtsix =2ydx/dt=0.5

Respuesta  0.125

En consecuencia,

dP d
= = + il — 2\1/2
G = 10+10-(25 — 2:0)

=10 + 10[—2x(25 — 2x3)~12]
=10 — 20x(25 — 2x2)~12

Six = 2, el valor de y es

y=V25—2x2=V25—-24)=17 =41

Por tanto, la empresa esta produciendo 2000 pares de zapatos para caballero y 4100
pares de zapatos para dama por semana. Su utilidad semanal es

P =10(x +y) = 10(2 + 4.1) = 61
(0 $61,000). La utilidad marginal es

dP 40
EC — 10 - 202)[25 — 2(4)] ¥2 = 10 — —— = 0.
o = 10~ 20(2)[25 — 2(4)] 0~ /g7 =030

Asi que un incremento de Ax miles de pares de zapatos para caballero produce un
incremento aproximado de (0.30) Ax miles de délares en la utilidad.

Tasas relacionadas

Seay = f(X) y supongamos que x varia como una funcién del tiempo t. Asi, dado
que y es una funcién de x, y también variara con el tiempo. Aplicando la regla de la
cadena, es posible encontrar una expresion para la tasa en que y varia en términos
de la tasa a la cual x varia. Debido a que

dy dy dx dx
-2 = =L . = =f'(x)—
dt  dx dt ) dt
tenemos una relacion directa entre las dos tasas dy/dt y dx/dt. Esta se denomina la
ecuacion de tasas relacionadas. @ 9

EJEMPLO 6 (Tasas relacionadas) Una empresa tiene la funcion de costo C(x) =
25 + 2x — 2710)(21 en donde x es el nivel de produccion. Si éste es igual a 5 actual-
mente y esta creciendo a una tasa de 0.7 por afio, calcule la tasa en que los costos
de produccion se estan elevando.

Soluciéon Sabemos que dx/dt = 0.7 (cuando el tiempo se mide en afios). El costo
marginal esta dado por

dC X

-— =2

dx 10
Por consiguiente,

d_C:d_C%:< _L>d_x
dt dx dt 10 / dt
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@ 10. Repita el ejemplo 6 para
la funcion de costo
C(x) = 12 + 5Vx + 3x

Respuesta (35 +3)(0.7) ~ 2.88

Sustituyendo x = 5, el nivel de produccion actual, obtenemos

dC 5

— =(2—-—-=/(0.7) = 1.05

i ~(2-55)en

Asi que los costos de produccion se estan incrementando a una tasa de 1.05 por afio.
@ 10

DEMOSTRACION DE LA REGLA DE LA CADENA La demostracion de la regla
de la cadena, cuando se presenta en forma detallada, es un poco mas complicada que
la dada aqui. Por tanto, incluimos una demostracion que, si bien cubre la mayoria
de los casos que consideraremos, tiene algunas restricciones en su rango de aplica-
bilidad.

Sea Ax un incremento en x. Puesto que u y y son funciones de X, variaran
siempre que x lo haga, de modo que denotaremos sus incrementos por Au y Ay. Por
tanto, a condicién de que Au # 0,

Ay _ Ay Au
AX Au AX

Hacemos ahora que Ax — 0. En este limite, también tenemos que Au — 0y que
Ay — 0,y asi

lim Ay lim <ﬂ£)
M0 AX M0 \ Au AX

= (Iim ﬂ)(lim £>
-0 AU /\ax-»0 AX

e 22
a0 Au /\ dx

dy . du

du dx

como se requeria.

La razon de que esta demostracion esté incompleta estriba en la suposicion de
que Au # 0. Para la mayoria de las funciones u(x), nunca se dara el caso de que Au
se haga cero si Ax es muy pequefio (pero Ax # 0). Sin embargo, es posible que una
funcion u(x) pueda tener la peculiaridad de que Au se haga cero repetidas veces a
medida que Ax — 0. Cuando se presentan tales funciones, la demostracion dada
deja de ser valida. Es posible modificar la demostracion con la finalidad de cubrir
casos como éste, pero no lo haremos aqui.

I -crcicios 222

(1-36) Calcule las derivadas de las siguientes funciones con res-
pecto a la variable independiente respectiva. 5. 10 = e + 1)

1. y=(3+5) 2. y=V5 -2t
3.u=(2¢ + 1)¥ 4. x = (Y +7)°

1
6.900 = @+ x + 1)
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7. h(t) = Wt2 + a2 8. F(x) = V@ + 3x

o x= g 10, y=(t+ ="
X=Ne 11 .y—t+T
11.y:<t2+l>5 12.y:#
t Vuz+9
1
13. y = (x2 + 1)0¢ 14, y= X2+F
15.u=3t3—tl3 16. y=V1+xIn2
V2 +1

1760 = 375y
18. g(x) = (x* + 16)14

19. G(u) = (U2 +1)32u + 1)

20. H(y) = (2y? + 3)5(5y + 2)

21. f(x) = (x + 132x + 1)

22. g(x) = (3x — 1)5(2x + 3)*

23. f(x) = x3(x2 + 1) 24, u=xVx + a
25. y =[x+ 1)(x +2) + 3]

26.u=[(y — D@y +3)+ 7P

_(3x+2Y _ t \e
27'y_<x—1) 28'y_<t+1>
uz+1\3 X +7
29‘y_<u+1> 30'y_\/5+2x
e+ 1) _P+1
Ly="50 32'X_(t+1)3
X 22+1
33.Z:ﬁ 34.y:2271
t2 V2x + 1
BV R

37. Encuentre f'(0) si f(x) = (2x + 1)*(2 — 3x)?
38. Encuentre f'(1) si f(x) = (x — 1)7(x2 + 3)*

(39-42) Determine una ecuacion de la recta tangente a la
gréfica de las siguientes funciones en el punto que se indica.

39. fx)=Vx2+9 en (4,5
40. f(X) =xVx2—16 en x=5

41. X) =(x—2/x)* en x=2
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5

42.y:m en x=-3

(43-44) (Costo marginal) Determine el costo marginal para
las siguientes funciones de costo.

43. C(x) = V100 + x2
44. C(x) =20 + 2x — Vx2+ 1

(45-46) (Costo promedio marginal) Calcule el costo prome-
dio marginal de las funciones de costo de los ejercicios 43y 44.

(47-48) (Ingreso marginal) Determine el ingreso marginal de
las siguientes relaciones de demanda.

47. p = V100 — 0.1x — 1042
48. x = 1000(8 — p)*3

49. (Tasa de incremento del costo) La funcion de costo de un
fabricante es

C(x) = 2000 + 10x — 0.1x? + 0.002x3

Si el nivel de produccion actual es x = 100 y esta crecien-
do a una tasa de 2 al mes, calcule la tasa en que los costos
de produccién estan creciendo.

50. (Tasa de incremento del ingreso) El fabricante del ejerci-
cio 49 tiene una funcion de ingreso dada por R(x) = 65x —
0.05x2. Determine la tasa en que esta creciendo el ingreso
y la tasa en que la utilidad aumenta.

51. (Tasa de cambio del ingreso) La ecuacion de demanda del
producto de una compafiia es 2p + x = 300, en donde x
unidades pueden venderse a un precio de $p cada una. Si
la demanda cambia a una tasa de 2 unidades por afio cuan-
do la demanda alcanza 40 unidades, ¢a qué tasa esta cam-
biando el ingreso si la compafiia ajusta su precio a la de-
manda cambiante?

52. (Tasa de cambio de la utilidad) En el ejercicio 51, los cos-
tos de la compafiia son de (225 + 60x) ddlares para produ-
cir x unidades. Cuando el nivel de demanda alcanzd las 40
unidades y la demanda se incrementa a una tasa de 2 uni-
dades por afio, determine la tasa en que esta cambiando la
utilidad.

53. (Contaminacion de petréleo) El area de una mancha circu-
lar de petrdleo, que proviene de la ruptura de un oleoducto,
crece a razon de 30 kilometros cuadrados por hora. ;Con
cuanta rapidez crece el radio cuando éste es de 5 kiléme-
tros?

54. Se esta inflando un balén esférico. Si el radio es de 10 pul-
gadas y esta creciendo a razén de 2 pulgadas cada 5 segun-
dos, ¢con qué razon crece el volumen?

55. (Productividad) La productividad laboral unitaria P (pro-
duccion por hora de trabajo) es una funcion del capital in-



*56.

57.

58.

vertido K en planta y maquinaria. Suponga que P = 0.5K?
+ K — 5, donde K estd medido en millones de délares y P
en ddlares por hora de trabajo. Si K es 10 y esta creciendo
a razon de 2 por afio, ;con qué rapidez esta creciendo P?

(Requerimiento laboral) Una compafiia observa que cuan-
do el volumen de su produccion semanal es x miles de unida-
des, el nimero de sus empleados es N = 500(1 + 0.01x +
0.00005x2). Si la produccién semanal crece 5% al afio,
¢a qué razon crece el nimero de empleados cuando se es-
tan produciendo 100,000 unidades semanales? ;O cuando
se producen 200,000 semanales?

(Reaccion quimica) Larazon R en la cual una reaccion quimi-
ca progresa es igual a /T, donde Tes la temperatura. Si T va-
ria con el tiempo t de acuerdo con la formula T = (3t + 1)/(t
+ 2), encuentre la razon de cambio de T con respecto a t.

(Germinacion de semillas) La proporcién P de semillas
que germinan depende de la temperatura T del suelo. Su-

59.

pongamos que bajo ciertas condiciones P = T7 y que T
varia con respecto a la profundidad de x debajo de la super-
ficie como T = (x2 + 3)/(x + 3). Encuentre la razén de
cambio de P con respecto a la profundidad.

(Nuevas viviendas) El nimero de nuevas viviendas por afio
N (millones) depende de la tasa hipotecaria de interés
anual r de acuerdo con la formula

50

N0 = Too + r2

a) Si actualmente r es 10 y se incrementa a una tasa de
0.25 por mes, ¢cudl es la tasa de cambio de N?

8t
t+ 24’
ses, calcule la tasa de cambio de Nent = 6.

b) Sir(t) =12 — en donde t es el tiempo en me-

B 2-3 DERIVADAS DE FUNCIONES EXPONENCIALES Y LOGARITMICAS

En la figura 1 aparece la gréfica de la funcién exponencial f(x) = a* en el caso tipi-
coenquea> 1. Cuandox =0,y = a’ = 1, de modo que la gréafica pasa por el pun-
to (0, 1) para cualquier valor de a. La pendiente de la grafica al cruzar el eje y en es-
te punto varia, dependiendo de a: cuanto mas grande sea el valor de a, mayor sera

la pendiente en x = 0.

Escojamos el valor particular de a tal que la pendiente de la graficaenx = 0
sea igual a 1. Para este valor de a, la grafica esta inclinada hacia arriba y su pendiente
forma un angulo de 45° con la horizontal al cruzar el eje y. La condicién que debe
satisfacerse es que la derivada f'(0) debe ser igual a 1. De esta manera, puesto que

f(x + Ax) — f(x)

f'(x) = lim
(X) A>I<—>0 AX
Ay
y="1f(x) =a*
Pendiente = f'(0)
0, 1)
) 0 x
Y
FIGURA 1
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@ 11. Utilice su calculadora
con Ax = 0.001 o 0.0001 para
encontrar los valores aproxima-
dos del limite en la ecuacion (1)
cuando a = 2, cuando a = 2.5
y cuando a = 3

Respuesta 0.693, 0.916 y 1.099

tenemos que

£/(0) = Iim

Ax—0

f0+ 40 — £(0) _ o f(AX) Q) _ o a¥ -
AX Ax=0 AX Ax—0 AX

Ya que a° = 1, la condicién f’(0) = 1 se reduce a

im 22 =1 _ g (1)
m-0  AX

Esta condicién determinara el valor de a para nosotros. Resulta que el valor de a que
satisface esta condicion es a = e = 2.71828.. ., la base de las funciones exponencial
y logaritmo naturales. La demostracidn de esta afirmacion estd méas alla del
alcance del libro; sin embargo, la tabla 1 nos convence bastante de su validez.
Sabemos que e = 2.7183 hasta cuatro cifras decimales, y en la tabla calculamos los
valores de la cantidad [(2.7183) 4 — 1] / Ax para una serie de valores de Ax
empezando con Ax = 1y decreciendo hasta Ax = 0.0001. Es claro que, a medida
que Ax se hace més pequefio, la cantidad en cuestion estad cada vez mas
cerca de 1. Por consiguiente, la ecuacién (1) es casi exacta tomando a = 2.7183.
Un célculo mas exacto demostraria que la cantidad [(2.7183)A* — 1]/Ax, en
realidad se aproxima al valor limite 1.00000668 (hasta ocho cifras decimales)
cuando AX — 0. @ 11

En vez de tomar a = 2.7183, pudimos considerar aun una mejor aproxima-
cién del numero irracional e (por ejemplo, a = 2.718282, que es correcto hasta sie-
te cifras decimales). Asi pues, al construir una tabla similar a la anterior, podriamos
convencernos que el valor limite de (a®* — 1)/Ax cuando Ax — 0 estd ain mas cer-
ca de 1. (De hecho, con a = 2.718282, este valor limite es igual a 1.0000000631
hasta diez cifras decimales). Por ello podemos estar seguros de que la condicidn (1)
se cumple eligiendo como base de la expresion exponencial a e.

Calculemos ahora la derivada de la funcion ex para cualquier x. Haciendo y =
%, tenemos

X+Ax X
Y im £ e
dXx a0 AX
TABLA 1
Ax
Ax (2.7183) 1
AX
1 1.7183
0.1 1.0517
0.01 1.0050
0.001 1.0005
0.0001 1.000057
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@ 12. Derive

a)y = x3e

b)y =

eX
X+ 1

Respuesta a) x3(x + 3)e*

b)

xe*

(x + 1)?

Pero usando una propiedad basica de los exponentes, eXt2x = ex - g2X y asi
d B AX B eMx — 1
Y gime L i BT e g =
dx Ax—=0 X Ax—0 AX
después de usar la ecuacion (1) (con e en vez de a).
Asi, tenemos el importante resultado de que la derivada de la funcién e* es la
funcidon misma.

. dy
= peX —2 = pX
Si y=eX entonces . e

La razon de que la funcién exponencial natural sea tan importante descansa
en esta propiedad de que su derivada siempre es igual a la funcién misma. Es, ex-
cepto por un factor constante, la Gnica funcion que posee esta propiedad. Es este he-
cho el que explica nuestro interés en el nimero e y en las expresiones exponencia-
les y logaritmicas que tienen a e como base.

EJEMPLO 1 Determine dy/dx siy = xe

Solucion Para derivar la funcién xe*, debemos aplicar la regla del producto dado
que podemos escribiry = uvconu = xy v = €* Asi,

du dv
— =1 MY ax
dx y dx ¢
Por consiguiente,
ﬂ = @ % = X X = X
ol u i +v o Q) + (e)(1) = (x + Lt @ 12

EJEMPLO 2 Determine dy/dx siy = e

Solucion Aqui separamos a y como una funcién compuesta, y = e en donde u =
x2. (Nuevamente, para ver esto, piense como evalla y. Lo ultimo que calcularia se-
ria la funcion exponencial, de modo que ésta es la parte exterior). Entonces,

dy _ ., du _
du & dx 2

asi, con base en la regla de la cadena,

dy _dy du e
dx dU dx el. 2x = 2xe

Por el mismo método que utilizamos en el ejemplo 2, la regla de la cadena nos
permite derivar funciones compuestas del tipo e'®, en donde u(x) es cualquier fun-
cion de x diferenciable. Obtenemos lo siguiente:

Siy=eu, entonces % = euty’(x)
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@ 13. Derive
a) y — e3x b) y — e><3—3><2
C)y = xelX

Respuesta a) 3e¥
b) (3x? — 6x)e*’ ~
c) (1 — x71etx

En forma verbal podemos decir

% ginterior — ginterior % (interior)

en donde interior es cualquier funcién de x diferenciable. @ 13
Un caso particular que es bueno recordar es u(x) = kx, en donde k es una cons-
tante. Para esto tenemos

Si y=-¢e entonces % = ke )

EJEMPLO 3 (Utilidades y publicidad) Cierto articulo puede fabricarse y venderse
con una utilidad de $10 cada uno. Si el fabricante gasta x dolares en la publicidad
del articulo, el nimero de articulos que pueden venderse sera igual a 1000(1 —
e~0001) Sj P denota la utilidad neta por las ventas, calcule dP/dx e interprete esta
derivada. Evalte dP/dx si x = 1000 y cuando x = 3000.

Solucion Puesto que cada articulo produce una utilidad de $10, la utilidad bruta
total originada por las ventas se obtiene multiplicando el nimero de ventas por $10.
La utilidad neta se obtiene, entonces, restando los costos de publicidad:

P = 10,000(1 — e~0001x) — x
Por tanto,

dP d
—— = —10,000 —— (e~0%L) — 1 = —10,000(—0.001e 000%) — 1
dx dx ( ) ( )

en donde hemos utilizado la ecuacion (2) con k reemplazada por —0.001. Entonces,

d_P — 10e70AOOlX — 1
dx

La interpretacion de esta derivada es que mide la tasa de cambio de la utilidad
neta con respecto a los gastos de publicidad. En otras palabras, dP/dx da el incre-
mento en el nimero de ddlares en la utilidad neta producida por un gasto adicional
(en dolares) en publicidad.

Cuando x = 1000,

Z—Z = 10e ! — 1 = 10(0.3679) — 1 = 2.679

De modo que si se gastan $1000 en publicidad, cada délar adicional produce un in-
cremento de $2.68 en la utilidad neta.
Si x = 3000,

‘;—z = 10(e~3) — 1 = 10(0.0498) — 1 = —0.502
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Por tanto, cuando se gastan $3000 en publicidad, un gasto adicional en délares pro-
duce de esta manera una disminucion de $0.50 en la utilidad neta. En este caso, es
claro que el fabricante no deberia hacer mas publicidad (el costo de publicidad ex-
tra incrementaria en exceso el valor de las ventas adicionales que se generarian). De
hecho, cuando x = 3000, ya se estd gastando de mas en publicidad.

EJEMPLO 4 (Crecimiento de la poblaciéon) Una poblacién crece de acuerdo con
el modelo logistico tal que en el instante t su tamafio y esta dado por

y =y, + Cek)-1
cony,, Cy k constantes. Calcule la tasa de crecimiento de la poblacion en el ins-

tante t.

Solucién La tasa de crecimiento requerida es dy/dt. Observemos que y es una fun-
cién compuesta de t de la forma

y =Yy, (interior)~%, interior = 1 + Ce ¥
Por consiguiente,

dy
dt

Y, (—1)(interior)—2 % (interior)

-y, (1 + Ce™k)=2 % (1+Cel

—y, (1 + Ce~¥)-2(—kCe k)

_ ky Ce—kl
(1 + Ce )2

Nuevamente la ecuacion (2) se ha utilizado para derivar e«

Calculemos ahora la derivada de la funcién y = In x, la funcién logaritmo na-
tural.
Siy = Inx, entonces x = eY. Derivemos esta segunda ecuacion con respecto a x.

d d
—(eY) = — =1
&= 5™
Pero, por la regla de la cadena, vemos que

d d dy dy
— = —(aY) . —L = @¥y—=
dx ©) dx ©) ax  Cdx’
puesto que (d/dy)(e¥) = €. Por tanto, e¥(dy/dx) = 1, y asi

dy 1 _1

dx ey X

Concluyendo:

. dy 1
= I , t — = =
Si  y=Inx, entonces ™ <
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EJEMPLO 5 Calcule dy/dx siy = In(x + c) en donde c es una constante.

@ 14. Derive Solucién Tenemos que y es una funcién compuesta, cony = Inuy u = x + c.
a) y=xInx Asi que, por la regla de la cadena,
b) y=xIn(x+1)
X dy dy du d du (1) 1
== <L =—2.—==—(nu:-—=(=]-()=—"— = 14
oy In x dx du dx du( u) dx u @) X+c (

En general, la regla de la cadena nos permite derivar cualquier funcién com-
puesta de la forma y = In u(x) de la siguiente manera:

dy _dy du_ d e = L
dx du dx du (Inu) - () uu ()
Asi,siy = Inu(x), entonces % = ‘lJJ'((XX))

De manera alternativa, en forma verbal,

1

d .. .
—— F  — (Interior
interior dx( )

d
i In (interior) =

en donde interior indica cualquier funcion de x diferenciable.

EJEMPLO 6 Derive In (x2 + x — 2)

Solucion Aqui tomamos interior = (X2 + x — 2)

d 1 d
— Ihnhx+x—-2)=-——""—-—Kx+x—-2
dx nee+x—2) (x2+x—2)dx(x x—2)
1
= ——(2x+1
(x2+x—2)(x )
_ _2x+1
X2+ x—=2

EJEMPLO 7 Si f(x) = In x/x?, determine f’(1)

Solucién Escribimos f(x) = u/ven donde u = In x y v = x2. Entonces, u” = 1/x
y v'= 2x. De la regla del cociente,

f'(X)Z w’— uv _ X2(1/X)—(|nx).2x _ X — 2x In x 1-21Inx

-UZ (XZ)Z X4 X3
Respuesta a) 1 + Inx
Por tanto,
b)x+l+ln(x+1) f,(l)zl—lZSInlzl
Inx -1
C) (In x)2 yaqueln1l=0
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@ 15. Derive

a) y=In[(x+1)]
b) y=[In(x + 1)J?
¢) y=In[VxeVq]

Respuesta a) ﬁ

2 In(x + 1)
X+ 1

1 1
JR— + [
9 % T2k

b)

@ 16. Derive
a) y = log, x
by y=In(2) c)y=2

Respuesta a) n2

b) In2 ¢) 2xIn2

Cuando requerimos derivar el logaritmo de un producto o cociente de varias
expresiones, a menudo es de utilidad simplificar la funcion dada aplicando, en pri-
mer término, las propiedades de logaritmos.

EJEMPLO 8 Calcule dy/dx cuandoy = In (*/Vx + 1)

Soluciéon Primero simplificamos y utilizando las propiedades de logaritmos
ex 1
= | = ) —In(Vx + 1) = - = +
y In( x+1> Ine) —In(Vx+1) =xlIne 2In(x 1)

Por consiguiente (dado que Ine = 1),

1
2(x + 1)

dy 1d
= =1--—Inx+1)=1-
dx 2 dx ( )

Una solucidn alterna a este problema es escribir y = In u, en donde u = ex/
Vx + 1, y luego utilizar la regla de la cadena para escribir y” = (1/u)u”. Lo deja-
mos para que se convenza por usted mismo de que este enfoque conduce a célculos
mucho maés dificiles que los que acabamos de hacer. < 15

EJEMPLO 9 Determine dy/dx siy = log X.

Solucion Para derivar los logaritmos comunes, los expresamos en términos de lo-
garitmo natural por medio de la formula de cambio de base.

"= log x = log,, X = In X
y=19 90X = In10
Asi pues,
dy _ 1 ilnx= 1 1 _ 04343
dx In10 dx In10 x X
puesto que 1/In (10) = 1/2.3026... = 0.4343...

Observe que en este ejemplo tuvimos que expresar el logaritmo comun en tér-
minos de logaritmo natural antes de derivarlo. Esto también debe hacerse con los
logaritmos de cualquier otra base, tales como log,x. Estas funciones deben expresarse
en primer término como logaritmos naturales. De manera similar, una funcién ex-
ponencial general a* debe escribirse como ek (k = In a) antes de derivarla. @« 16

Ahora que hemos presentado las derivadas de las funciones exponencial y lo-
garitmica, resumimos las tres formas de la regla de la cadena que seran de mayor
utilidad. En la tabla 2, interior representa cualquier funcion de x diferenciable.
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TABLA 2 Resumen de la regla de la cadena

I -crcicios 23

(1-66) Calcule dy/dx para cada una de las siguientes funciones.

1. y=T7e

3.y =¢geX

5. y=¢g

7.y =eW
9.y = xe

11. y = x%7¥
13.y=X:x1
15.y=(:;—xx2
17'y:xj-XZ
19'y:eXeJ:l
21.y=|n7X
23.y=1In3+ Viog4
25.y::rr:—;

27. y = In(x? + 5)
78

f(x) (x) f(x) f(x)
[ue)I nfu()]"t u'(x) (interior)" n (interior)"~* d—(i (interior)
o bien, e iterior A i
’ interior interior —_
Qu() Uy’ (x) e e X (interior)
1, N 1 d .. .
In u(x) m u’(x) In (interior) terior dx (interior)
29. y = (Inx)° 30. y=Vinx
2y=¢ 3L y=—1 32 y=—1
YT nx YT T I
4 y== 1
' ex 33.y= 34, y=x21
y Y y=x2Inx
6. y = X+l
35. y=xInx? 36. y=x(Inx — 1)
8. y — el/x
37.y=x2In(x2 + 1) 38. y=xIn(x +1)
10. y = xe™¢
39. y =eXInx 40. y =e*In(x® + 1)
12 ¢ |
Y= In x 1+ Inx
X 41. y = — 42. y =
y X y 1—-1Inx
14y =& In(x + 1) 2
. 3 n(x X
ex y=——= y=—>"12¢
4.y X+ 1 4.y In(x + 2)
16. y = e + (x¥¢ ,
45.y = In (3) 46. y = log (&)
1+ e
18. y=
y 1—ex 47. y = %2 log(e”) 48. y = w
20. y=3Inx X2 In x
49. y = 50. y=—+
y In & y ex
22. y=1In2 241 (x + 26
—n (X1 = |n | ¥ 2)E”
51.y—|n<x+1> 52. y In[ x2+1]
24. y = (In 3)(In x)
3
53.y:In[V2X+1} 54, y = NX
26. y = In@3x + 7) X2+ 4 In
(Sugerencia: Utilice la férmula de cambio de base en los ejer-
28. y=1In(1+ & cicios 55-66).
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55. y = a 56. y = 3¢+1

57. y = log, x 58. y = logy(x + 1)
59. y = IL”gXX 60. y = :zg—zz

61. y = (log,x)(log, 2) 62. y = log, x*

63. y = log,(x + 1) 64. y = xax®

65. y = x2log x 66. y= IOSX

67. Encuentre f'(1) si f(x) = e Inx
68. Encuentre f'(0) si f(x) = e In (x + 1)

(69-72) Determine una ecuacion de la recta tangente a las gra-
ficas de las siguientes funciones en el punto indicado.

69.y:1

70. y=xlI =1
T y =xInxenx

eX
o en (0, 0)

7Ly=In(x2+1)en x=0
X

72.y=|n<ﬁ) en x=20

(73-76) (Ingreso marginal) Calcule el ingreso marginal para
las siguientes relaciones de demanda.

72.p=5— ek 74 p=4+e 0N
75. x = 1000(2 — e?) 76. x =100 In (16 — p?)

(77-78) (Costos marginales) Calcule el costo marginal y el cos-
to promedio marginal para las siguientes funciones de costo.

77. C(x) = 100 + x + e 05

78. C(x) = V25 + x + In (x + 1)

79. (Publicidad y ventas) Para vender x unidades de su produc-
to semanalmente, una compafiia debe gastar A ddlares se-
manales en publicidad, donde

400
A=200In{——
(500 - x>

Los objetos se venden a $5 cada uno. La utilidad neta es
entonces R = 5x — A. Calcule la razén de cambio de R con
respecto a A.

80. (Utilidad marginal) Una compafiia encuentra que su utili-
dad est4 dada por R = 2pe~01r cuando su producto esta co-

81.

*82.

83.

84.

*85.

*86.

tizado en p ddlares por unidad. Encuentre la utilidad mar-
ginal con respecto al precio cuando p es

a)$5 b) $10 ¢) $15

(Ley de difusion de Fick) De acuerdo con la ley de Fick, la
difusion de un soluto a través de la membrana de una célu-
la esta gobernada por la ecuacion ¢’ (t) = k[c, — c(t)], don-
de c(t) es la concentracion del soluto en la célula, c, es la
concentracion en el medio que la rodea y k es la constante
que depende del tamafio de la célula y de las propiedades
de la membrana. Pruebe que la funcién

c(t) = ¢, + Ce™

satisface esta ecuacion para cualquier constante C. Rela-
cione C con la concentracion inicial c(0).

(Funcién de supervivencia) El porcentaje de abejas que
mueren durante el invierno de cierto grupo de colmenas es
una funcion de la temperatura promedio. Supongamos que
p = 100e92¢°*" donde T es la temperatura (en grados Cel-
sius) y p es el porcentaje de abejas muertas. Si T decrece a
razén de 2°C por semana, calcule la razén en la cual cam-
bia p cuandot = —10°C.

(Acidez) El pH de una solucidn esté definido como

pH = —log,,[H]

donde [H] es la concentracion de iones de hidrégeno. Es
una medida de acidez, con pH = 7 la solucion es neutral.
Calcule los valores de dpH /d[H] cuando [H] = 104, 107
y 1010,

(Medicina) Después de una inyeccion, la concentracion de
cierta droga en la sangre de un paciente, cambia de acuer-
do con la formula ¢ = pt2e~, donde p y k son constantes.
Calcule la razdn de crecimiento de la concentracion en el
tiempo t.

(Crecimiento de una poblacién) Cierta poblacion crece de
acuerdo con la formula

y =Y, — Ce)®

en donde y,,, C y k son constantes. Calcule la tasa de cre-
cimiento en el instante t y pruebe que

% = 3ky2/3(y,%l3 — y1/3)
(Difusion de informacién) La proporcion p de médicos que

han oido algo acerca de una nueva droga t meses después
de que sali6 a la venta satisface la ecuacién
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Inp—1In(1—p)=k(t—-C) *87. Pruebe que (d/dx)(x") = nx"~! para cualquier nimero real

ny x > 0. (Sugerencia: Escriba x" = eninx),

en donde k y C son constantes. Exprese p como una fun-
cion de ty calcule dp/dt. Demuestre que

dp

— =ko(@-p)

dt

B 2-4 DERIVADAS DE ORDEN SUPERIOR

80

Si 'y = f(t) es una funcion del tiempo t, entonces, como hemos visto, la derivada
dy/dt = f’(t) representa la tasa en que y cambia. Por ejemplo, si s = f(t) es la dis-
tancia recorrida por un movil, ds/dt = f’(t) da la tasa de cambio de la distancia o,
en otras palabras, la velocidad instantinea del mévil. Denotaremos esta velocidad
con v. Asi que v también es una funcidn de t, y (por regla) puede derivarse y resul-
tar asi la derivada dv/dt.

Al incrementarse la velocidad de un mdvil, decimos que se acelera. Por ejem-
plo, cuando presionamos el pedal de aceleracion de un automdvil, provocamos que
aumente su velocidad, esto es, que vaya mas aprisa. Supongamos que en un perio-
do de 5 segundos, el automovil acelera de una velocidad de 20 pies/segundo (que
es alrededor de 14 millas por hora) a 80 pies/segundo (55 millas por hora). El in-
cremento en la velocidad es Av = 60 pies/segundo y el incremento de tiempo At =
5 segundos, de modo que la aceleracion promedio esta dada por

i—ztj = % = 12 pies/segundo/segundo (o pies/segundo?)

Para un objeto en movimiento, a menudo nos interesa la aceleracion instan-
tanea, que se define como el limite de la aceleracioén promedio Av/At cuando At —
0. En otras palabras, la aceleracion instantanea es la derivada dv/dt. Nos da la tasa
instantanea en que la velocidad estd cambiando.

Asi que, con la finalidad calcular la aceleracién, debemos derivar s y luego de-
rivar el resultado una vez més. Tenemos que

oo _dv_ d(ds
Aceleracion = at at (dt)

La aceleracion se denomina la segunda derivada de s con respecto aty por lo
regular se denota con f"(t) o por d2s/dt2.

En problemas en que intervienen objetos moviles, la segunda derivada, la ace-
leracion, es una cantidad de mucha importancia. Por ejemplo, el grado de seguridad
del sistema de frenos de un automaovil depende de la desaceleracion que pueda lo-
grar (la desaceleracion no es otra cosa que una aceleracion negativa). O los efectos
fisiologicos del lanzamiento de un cohete en un astronauta dependen del nivel de
aceleracion a que esté sujeto. De mayor importancia, una de las leyes bésicas de la
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mecénica establece que cuando una fuerza actla sobre un objeto, le produce una
aceleracion, y la magnitud de ésta es directamente proporcional al grado de la fuer-
za. Asi pues, la aceleracion interviene en las leyes basicas del movimiento de mane-
ra esencial.

Examinaremos las derivadas de orden superior en un contexto mas abstrac-
to. Sea 'y = f(x) una funcion dada de x con derivada dy/dx = f'(x). Con toda co-
rreccién, llamaremos a ésta la primera derivada de y con respecto a x. Si f'(x) es
una funcién de x diferenciable, su derivada se conoce como la segunda derivada de
y con respecto a x. Si la segunda derivada es una funcidn de x diferenciable, su
derivada se denomina la tercera derivada de y, etcétera.

La primera y todas las derivadas de orden superior de y con respecto a x
en general se denotan por uno de los tipos de notacion siguientes:

dy ody ay
dx’ dx2’ dxs’ dx"
Y, Yooy Yo
f’(X), f”(X), f’”(X), . f(n)(x)

De la definicién de las derivadas de orden mas alto, es claro que

dzy _i<dy> dy :1(0'%')

dx2  dx \dx d  dx \ dx?

etcétera.

EJEMPLO 1 Calcule la primera derivada y las de orden superior de 3x* — 5x3 +
™ -1

Solucion Seay = 3x* — 5x3 + 7x2 — 1. Se sigue que

% _ :_X (3x* — 53 + 7x¢ — 1) = 125 — 15x2 + 1dx

La segunda derivada de y se obtiene derivando la primera derivada.

dy _d dy) d 3 ) )
o dx (dx = ix (12x® — 15x2 + 14x) = 36x%2 — 30x + 14

Derivando otra vez, obtenemos la tercera derivada.

d3y d d2y> d )
- = — | 2L | = — — —+ = —
v ™ ( v ™ (36x%2 — 30x + 14) = 72x — 30

Continuando este proceso, tenemos

d4y d dSy) d

= (=2 )= 2x-30) =72
dx* dx (dx3 dx (72x = 30)

dy _d d;‘y) _d o

dx>® dx (dx4 dx (72) =0
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@ 17. Calcule las derivadas hasta
la de tercer orden:

a)y=x8 b)y=x2

c)y =x%Inx

Respuesta

a)y = 6x5 y”=30x4
y” = 120x3

b)y = —2x73, y”"=6x4
y” = —24x75

)y =2xInx+x,
y"=2Inx+ 3,y =2x"1

@ 18. Si la distancia recorrida en
t segundos es s = 12t — t3, calcule
la distancia, velocidad y
aceleracion cuandot =1,t = 2,
yt=3

Respuesta

11,9y —6ent=1
16,0y —12ent=2
9,-15y —18ent=3

dy _d [d)_d _
i ko R IOR

etcétera. @ 17

En este ejemplo particular, todas las derivadas de orden mas alto que la cuar-
ta derivada son cero. Esto ocurre porque la cuarta derivada es una constante.

EJEMPLO 2 Calcule la segunda derivada de f(t) = et**!

Solucion Con el propésito de calcular la segunda derivada, usamos la regla de la
cadena. Asi que

f'(t) = e+t - % (12 + 1) = e®+1 - 2t = 2ter+1

Ahora f'(t) es el producto de dos funciones u = 2ty v = e *1. Con la finalidad de
calcular f"(t), aplicaremos la regla del producto.

" d e g d [ d } .
— - + t+l_2 2 t2+1 2 2+1 + t+12
fr(t) = 2t ” (e +e at (2t) tle at (t ) et r1(2)

en donde usamos la regla de la cadena para derivar v = e +1
En consecuencia,

f(t) = 2t[et™+1 - 2t] + 26U+ = 2e¢+ 122 + 1)

EJEMPLO 3 (Caida libre) Un cuerpo cae bajo la accién de la gravedad desde
una posicion de reposo una distancia de s = 16t? a los t segundos. Calcule su ace-
leracion.

Solucion La velocidad después de t segundos es

ds d .

_— = — 1 2 = 2

ot pm (16t2) = 32t pies/segundo
Obtenemos la aceleracion derivando de nuevo:

., d?s
Aceleracion = — =

d P )
e it (32t) = 32 pies/segundo

Observe que es independiente de t: un cuerpo que cae bajo la accion de la gravedad
tiene una aceleracion constante de 32 pies/segundo?. @ 18

Si C(x) es la funcion de costo de un fabricante (el costo de producir x articu-
los), entonces, la primera derivada C'(x) da el costo marginal, esto es, el costo por
articulo adicional de un pequefio incremento en la produccion. La segunda derivada
C”(x) representa la tasa de cambio del costo marginal con respecto al incremento de
la produccion. Tendremos mas que decir sobre la interpretacion de esta cantidad en
el préximo capitulo; mientras tanto, el siguiente ejemplo ilustrara ciertos aspectos
de su significado.
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EJEMPLO 4 (Andlisis de la funcién de costo) Para la funcidn de costo
C(x) = 0.001x® — 0.3x? + 40x + 1000
el costo marginal es
C’'(x) = 0.003x? — 0.6x + 40
La segunda derivada es
C"(x) = 0.006x — 0.6 = 0. 006(x — 100)

Si x = 150, el costo marginal es C'(150) = 17.5. Mas aun,

C"(150) = 0.006(150 — 100) = 0.3
Podemos interpretar que este resultado significa que cada unidad adicional produci-
da conduce a un incremento de 0.3 en el costo marginal.

Observe que en este ejemplo, C”(x) < 0 cuando x < 100. Esto significa que
si x < 100, el incremento en la produccion lleva a un decrecimiento en el costo mar-
ginal. La gréfica de C’(x) es una funcién de x que se inclina hacia abajo cuando x <
100. (Véase la figura 2). Sin embargo, si x > 100, la gréfica de C’(x) se inclina ha-

cia arriba, de modo que su pendiente, C"(x), es positiva. En este caso, el incremen-
to en la produccién causa un incremento en el costo marginal.

I :):rcicios 2-4

(1-4) Calcule las derivadas primera y de orden superior de las 4. y(u) = (V¥ + 1)(3u — 2)

siguientes funciones con respecto a la variable independiente

correspondiente. . 2
pondt 5. Encuentrey” siy = ZX 1

1y=3x5+ 7 — 42 + 12 X+

2. U= (24 1) t—1

6. Encuentre f"'(t) si f(t) = 1
3.f(x) =x* — 6x + 9x + 16
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10.

11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.

18.

19.

20.
21.

. . 1
. Determine g®(u) si g(u) =
g sig(u) = 377
dZy .
. Encuentre pre) siy=Vt+1
du . 1
. Encuentre 2 siu= 2+ 1
dy ., _x¥-1
Encuentre oc siy = 1" x# 1)

Encuentre y” siy = Inx

Encuentre y@ siy = x In x

Determine y® siy = xe*

Encuentre y” siy = e¥*

Determine y” siy = In [(x + 1)(x + 2)]
Encuentre y” siy = x® + e
Encuentre y”siy = (x + 1l)e™*

X2+ 1
eX

Encuentre y” siy =

Siy = ae™ + be~™, donde a, b, m son constantes, enton-
ces, pruebe que d?y/dx? = m?y

Siy = x + 1/x entonces pruebe que x%" + xy’'— 2 =0

(Velocidad y aceleracién) Calcule la velocidad y la acele-
racion de un movil para cada distancia dada s recorrida al
tiempo t.

22.

a) s =9t + 16t2
b) s =3t3 + 7t2 — 5t

(Velocidad y aceleracion) Suponga que la distancia s reco-
rrida al tiempo t estd dada por s = t(3 — 1).

a) ¢(En qué instantes es cero la velocidad?

b) ¢Cuédl es el valor de la aceleracién cuando la velocidad
es cero?

(23-24) (Tasa de costo marginal) Calcule el costo marginal y la
tasa de cambio del costo marginal con respecto al volumen de
produccidn en el caso de las siguientes funciones de costo.

23.
24.
25.

26.

*27.

C(x) = 500 + 30x — 0.1x2 + 0.002x3
C(x) = 500 + 20x — 2x In x + 0.01x?

(Tasa de costo promedio marginal) Si C(x) es la funcién de
costo promedio, demuestre que
C"(x) 2C'(x) = 2C(x)
- +
X X2 x3

C'(x) =

(Tasa de ingreso marginal) Si R(x) es la funcién de ingre-
S0, pruebe que

R"(x) = 2p'(x) + xp"(x)

en donde p = p(x) es el precio como una funcion de la de-
manda.

(Crecimiento de poblacién) Una poblacidn crece de acuer-
do con la ecuacién logisticay = ym/(l + Ce 1), donde Yo
C y k son constantes. Calcule la razén con la cual cambia
la razén de crecimiento de la poblacion.

B ::r/50 DEL CAPITULO 2

Regla del cociente:

Términos, simbolos y conceptos clave

2.1 Regla del producto. Regla del cociente. Costo marginal

promedio.

2.2 Regla de la cadena. Tasas relacionadas.

2.3 Derivadas de las funciones exponencial y logaritmica.

2.4 Segunda derivada; aceleracion. Derivadas tercera, cuarta y

de orden superior.

Formulas

Regla del producto:

84

o (w) =uv+w
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Jdu _ dv
i<£>_ dx dx o bien (5)_vu’—ud
dx\v/) V2 ! v) 12

Ingreso marginal:

R _d - dp
dx dx ) =p+x dx

Costo marginal promedio:

i 1., = — . CX
o X[C (x) — C(x)], endonde C(x)= x



dy dy du
Regl f=t === =—
egla de cadena I U dx

. . dy L, adx

Tasas relacionadas: Si'y = f(x), entonces i (%) at

d Xy — pX
&(e)—e

d 1
a(lnx)—;

Formas de la regla de la cadena:

. dy du
= n — = n-1 ——
Siy = [u(x)]", entonces I nfu(x)] I
Siy = ek, entonces y _ kekx
' dx
. dy du
= pu(x) — — au(x) —
Siy = e'®, entonces dx e dx

- dy_ 1 odu_ vW
Si'y = In u(x), entonces ol 000 o = 100

B R0BiEMAS DE REPASO DEL CAPITULO 2

1. Establezca la veracidad o falsedad de cada una de las si-
guientes proposiciones. Cada enunciado falso cambielo por
una proposicion verdadera correspondiente.

a) La derivada de una suma de funciones es igual a la su-
ma de las derivadas de las funciones.

b) La derivada de un cociente de funciones, siempre que la
funcién en el denominador no sea igual a cero, es el co-
ciente de las derivadas.

c) La segunda derivada de una funcion lineal siempre es
cero, sin importar en donde se evalue.

d) &(ex) = xer-!

d
& g 0) = (e

d 1 2
”Eﬂ?%"?
g) Si la aceleracién de un mdvil es cero, entonces su velo-
cidad también es cero.
d
h) Siy = [u(x)]", entonces % = n[u(x)]"~tu’(x)
n
i) Si p(x) es un polinomio de grado n, entonces v
[p(x)] es una constante.

d
D o (loge) = +

e
. d (1 1
k) Siy = u(x), entonces M (V) = _F
dy . .
(2-25) Calcule Oy Para las siguientes funciones.
2.y=0Bx+ 75— x?) 3.y =2+ 1)(x2 - 3x?)

_ 3x2—1 _ ex

4Y= 11X > V=51

5y e 7oy Va1
R Y= Vs
—In(Hll) _X+3x-5
8.y= x+ 9. y= 0o
x+1
10.y=ex+t *11, y = XX
*12. y = 2 13. y = x%x?
Y o V1+x
14. y =xVx2 + 9 15,y:TX
_ [ef=1 (et
3= St 17.y—|n<ex_l
eX—eX 2
18.y:m 19.y:7\/m
20. y = (x4 — 5x3 + 7x2 — 10x + 20)3 21, y = x3e~2
ex + e~ ex — X
22.y="73 28 y=-—
4x — 5 v—
24.Y = x2 + 2x 25 y= |~

(26-30) Determine una ecuacion de la recta tangente a la grafi-
ca de cada una de las siguientes funciones en el punto que se
indica.

26. f(x) =e >, enx=0

3X
27. f(x) = ﬁ, enx =4

|
28. f(x) = %,enx=1

29. f(x) = enx =0

e !
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x+1
30. f(x):ﬁ,enx:S

(31-34) Determine 3—2 para cada una de las siguientes fun-
ciones.

3l.y=¢®

32.y = (x*2 — 1)%(x + 1)?

33.y=Vx2+9

34. y = In(In(x?))

(35-36) (Ingreso marginal) Calcule el ingreso marginal para
cada una de las siguientes relaciones de demanda. a y b son
constantes positivas.

3B.p=a—Dblnx
36.x=a—blnp

(37-38) (Costo marginal) Calcule el costo marginal y el costo
promedio marginal de las siguientes funciones de costo.

37. C(x) = 50 + 0.2x + x In(x)
38. C(x) = 40 + 25x + 0.01x?

39. (Precio marginal) La ecuacién de demanda de cierto ar-
ticulo es p = 250/(x? + 1). Calcule el precio marginal a un
nivel de demanda de 3 unidades.

40. (Precio marginal) Si x unidades pueden venderse a un pre-

p

E+1)=2,

cio de $p cada una, en donde % == In(
(0 < x < 40), calcule el precio marginal.

41. (Demanda marginal) Con la relacion de demanda del
problema anterior, calcule la demanda marginal a un nivel
de precio de p = 2. Interprete su resultado.

42. (Demanda marginal) La demanda de cierto articulo estd
dada por la relacion 2p? + x2 = 3000, en donde x unidades
pueden venderse a un precio de $p cada una. Determine la
demanda marginal a un nivel de precio de 20 ddlares. In-
terprete su resultado.

43. (Productividad fisica marginal) La productividad fisica de
cierta empresa esta dada por p = 500(3x + 2)? — 2000,
donde x es el nimero de maquinas en funcionamiento. De-
termine la productividad fisica marginal cuando estan en
funcionamiento 8 maquinas. Interprete el resultado.
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44,

45.

46.

47.

48.

49.

(Objeto en movimiento) La distancia d recorrida por un ob-
jeto en movimiento, en el instante t, estd dada por d =
(2t 4 1)(t + 1)%2. Determine la velocidad instantanea en el
instante t.

(Objeto en movimiento) La distancia h recorrida por un ob-
jeto en movimiento, en el instante t, estd dada por h =
49t — 4.912

a) Determine la velocidad instantanea en el instante t.
b) Determine la aceleracion del objeto en el instante t.

c) ¢Para qué valores de t la velocidad del objeto es igual a
cero.

(Crecimiento de una poblacidn) Si la poblacion de cierta
especie de zorros en un bosque se puede modelar median-
te la funcion
_ 50,0000
PO = 100 + 4900e 0075t

donde t se mide en semestres. Determine la razén de cam-
bio de la poblacién con respecto al tiempo.

(Crecimiento de una poblacién) Con respecto al problema
anterior. Determine la razén de cambio al inicio del afio 24
y al inicio del afio 36; ¢al inicio de cul de estos dos afos,
la poblacién crece con mayor rapidez?

(Epidemia) Durante una epidemia el nimero de individuos
afectados en el instante t, en semanas, esta dado por I(t) =
200tbe~t + 20. Determine el valor de t para el cual I(t) = 0.
¢Cual es el nimero de individuos infectados para ese valor
de t? Aproxime su respuesta al entero mas cercano.

(Epidemia) Con respecto al problema anterior, responda
las siguientes preguntas:

a) Alinicio, t = 0, ;cuantos individuos estaban enfermos?

b) Determine la razon de cambio instantanea del nimero
de individuos enfermos.

c) ¢Cual es la razon de cambio en la semana 5?

d) ¢Cual es la razén de cambio en la semana 7?



CASO DE ESTUDIO

PROPENSION MARGINAL AL AHORRO

Al inicio del capitulo, para una poblacién se analizaba la
funcion de consumo cuya expresion esta dada por

C(l) =24+ 0.21 + 41In(0.251), para 1 > 2

Si se observa la primera grafica, del inicio de capitu-
lo, el consumo aumenta conforme el ingreso aumenta.
Esto se puede fundamentar si se considera la derivada
dc(l)
Sdl
pecto del ingreso. De acuerdo con las férmulas desarro-
lladas en este capitulo se tiene

, que proporciona el cambio del consumo con res-

dz—fl)=0.2+$,paralzz

Para | = 2 la derivada anterior es positiva, por lo que la
funcién C(1) es creciente, asi que la pregunta a), ¢qué tan
rapido aumenta el consumo con respecto al aumento del
ingreso?, tiene como respuesta la siguiente: el consumo

. 4 .
aumenta de acuerdo con la funcién 0.2 + T A conti-

nuacion se reproduce la grafica.

co,
3 -
251
2+
15
1+
0.5

T

T

Ingreso (1)

Como puede observarse en la figura, el aumento en
el consumo es cada vez menor conforme el ingreso au-
menta. El ahorro, que estd dado mediante la expresion

S =1 — C, tiene como gréfica:

Ahorrol
10 |

1 | | | |
5 10 15 20 25

> |Ingreso

De acuerdo con la gréfica, se tiene que el ahorro
decrece conforme el ingreso aumenta y luego empieza a
crecer nuevamente a partir de un ingreso de 5 mil millo-
nes. Esto se confirma si se analiza la funcidn de ahorro

s(1)

S(h=1-C(®)
=1-1]24+ 0.21 + 4 In(0.25)]
Asi que,
ds(l) 4
o 08T
y
_d(Sj(II) =0, paral =5

ComoS'(l)<Opara2=1<5yS(l)>0para5 =1, se
concluye que la funcién de ahorro es decreciente en el
intervalo (2, 5) y creciente en el intervalo (5, ), con lo
que se responde la segunda pregunta. Finalmente, si el
ingreso es de 25 mil millones, entonces, de acuerdo con
la seccion 1.5,

Propension marginal al consumo:

dC 4
W_O'2+ T,paral—25
dC 4

o ~02t 35
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asi que, la propension marginal al consumo es igual a 0.021% + 4et=4" — 1.5, para | € [2, 25]

0.36, mientras que la propension marginal al ahorro es )
igual a 1 — 0.36 = 0.64. Compare los resultados obtenidos en ambos casos y co-

. o . mente sus observaciones con sus comparieros.
Reproduzca el anélisis anterior si la funcién de con-

sumo esta dada por
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CAPITULO

Optimizacion
y bosquejo de curvas

Optimizacion del costo de produccion

El costo de produccién de practicamente cualquier articu-
lo, se obtiene como resultado del valor de dos funciones.
Por un lado estalafuncion de costos fijos, que no depende
de la cantidad de articulos que se producen; entre estos
costosfijos estan larentadel local, el costo de maquinaria
y herramientas, etcétera. Mientras que por otro lado estén,
los Ilamados costos variables, que comprenden el costo
de: mano de obra, materias primas, energia, etcétera. Este
costo variable depende del nimero, x, de unidades pro-
ducidas, en consecuencia, €l costo total esta dado por la
funcién

Cx)=F + V()

donde F es el costo fijo, mientras que V(x) es la funcién
de costos variables. Ahora bien, para que la produccion
sea rentable, ademas de tener ganancias se busca reducir
los costos lo mas posible, es decir, se busca tener los cos-
tos totales minimos. Intuitivamente, la funcion de costos
variables es una funcién con valores positivos cuando se
producen x unidades, entonces el costo minimo seria
no producir, a menos que se tengan restricciones adicio-
nales, como por ejemplo tener que producir una cantidad

TEMARIO

minima de unidades o alguna otra. En realidad, en muchos
casos lo que se trata de minimizar es el costo unitario que
es el costo por unidad producida, éste se obtiene mediante
Ck)

U(x) = x

Ahora, suponga que Raul Garcia Espino es el admi-
nistrador de una empresa que se dedica a la fabricacion de
muebles de computo, cada mes debe fabricar 50 muebles
y al mes puede producir a lo méas 450 muebles. Por otro
lado, con base en estudios realizados, él determina que la
funcion de costos variables, en este rango de valores de
produccion, estd dada por

V(x) = 3x3 — 15x2 + 20x miles de ddlares,

cuando se producen x cientos de muebles y V(x). Por otro
lado, los costos fijos mensuales son de $20,000.
Determine

a) El costo minimo total
b) El costo minimo total unitario

Después de estudiar los temas de este capitulo,
responda lo anterior y compare sus respuestas con las que
se proporcionan al final del capitulo.

3-1 LA PRIMERA DERIVADA Y LA GRAFICA DE LA FUNCION

3-2 MAXIMOS Y MiINIMOS

3-3 LA SEGUNDA DERIVADA Y LA CONCAVIDAD
3-4 BOSQUEJO DE CURVAS POLINOMIALES

3-5 APLICACIONES DE MAXIMOS Y MINIMOS
3-6 MAXIMOS Y MINIMOS ABSOLUTOS

3-7 ASINTOTAS

REPASO DEL CAPITULO

89



B 3-1 LA PRIMERA DERIVADA Y LA GRAFICA DE LA FUNCION
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En esta seccion, consideraremos el significado de la primera derivada de una fun-
cién en relacién con su grafica.

DEFINICION Se dice que una funciény = f(x) es una funcion creciente sobre un
intervalo de valores de x si y crece al incrementarse la x. Esto es, si x, y X, son dos
valores cualesquiera en el intervalo dado con x, > x,, entonces f(x,) > f(x,).

Una funcion y = f(x) se dice que es una funcién decreciente sobre un inter-
valo de su dominio si y decrece al incrementarse la x. Es decir, si x, > x, son dos va-
lores de x en el intervalo dado, entonces f(x,) < f(x,).

Las partes a) y b) de la figura 1 ilustran una funcién creciente y otra decre-
ciente, respectivamente. La gréfica sube o baja, respectivamente, al movernos de iz-
quierda a derecha.

TEOREMA 1
a) Si f(x) es una funcion creciente que es diferenciable, entonces f'(x) = 0

b) Si f(x) es una funcion decreciente que es diferenciable, entonces f'(x) = 0

DEMOSTRACION a) Sean x y x + Ax dos valores de la variable independiente,
cony = f(x)yy + Ay = f(x + Ax) los valores correspondientes de la variable de-
pendiente. Se sigue que

Ay = flx+ Ax) = f(x)

Debemos considerar dos casos, segin que Ax > 0 0 Ax < 0. Estan ilustrados en las
figuras 2y 3.

a) x, > x;; f(x,) > f(x,) b) x, > x;; f(x;) < f(x,)

FIGURA 1
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I'e4

/' v4
y =10 y = f(x)
y .....................
Y] -
— L _
H - 0 X+ Ax X X
0 X X+ Ax X \
v Ax<0
FIGURA 2 FIGURA 3

Si Ax > 0, entonces x + Ax > x. Por consiguiente, dado que f(x) es una fun-
cién creciente, f(x + Ax) > f(x), y asi que Ay > 0. En consecuencia, tanto Ax co-
mo Ay son positivos, de modo que Ay/Ax > 0.

La segunda posibilidad es que Ax < 0. Entonces, x + Ax < xy asi f(x + AXx)
< f(x). De aqui Ay < 0. En este caso, tanto Ax como Ay son negativos, de modo
que otra vez Ay/Ax > 0.

Asi que en ambos casos, Ay/Ax es positiva. La derivada f'(x) es el limite
de Ay/Ax cuando Ax — 0, y dado que Ay/Ax siempre es positiva, es claro que es
imposible aproximarse a un nimero negativo como valor limite. En consecuen-
cia, f'(x) = 0, como se establece en el teorema.

La demostracion de la parte b), cuando f(x) es una funcién decreciente, es
muy similar y se deja como ejercicio.

Este teorema tiene una proposicion reciproca, que puede establecerse de la si-
guiente manera.

TEOREMA 2

a) Si f'(x) > 0 para toda x en algln intervalo, entonces f es una funcién cre-
ciente de x sobre tal intervalo.

b) Si f’(x) < 0 para toda x en algin intervalo, entonces f es una funcion decre-
ciente de x sobre tal intervalo.

Observacién Observe que en el teorema 2, las desigualdades son estrictas.

La demostracion de este teorema no se dara. Sin embargo, es un resultado
intuitivamente evidente. En la parte a), por ejemplo, el hecho de que f'(x) > 0 sig-
nifica, geométricamente, que la tangente a la gréfica en cualquier punto tiene pen-
diente positiva. Si la grafica de f(x) siempre esta inclinada hacia arriba al movernos
a la derecha, entonces es claro que y debe crecer a medida que x aumenta. En for-
ma analoga, en la parte b), si f'(x) < 0, entonces la gréfica esté inclinada hacia aba-
joy y decrece cuando x aumenta.

Estos teoremas se usan para determinar los intervalos en que una funcién cre-
ce o decrece (esto es, cuando la gréfica sube o baja).
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@ 1. Por medio del examen del
signo de f' decida para qué valores
de x las funciones siguientes son
crecientes o decrecientes

a) f(x) =x
b) f(x) = x% + 4x
) f(x) =%

Respuesta a) Creciente para

X > 0, decreciente para x < 0

b) creciente para x > —2, decre-
ciente para x < —2 c) creciente
parax <0y parax >0

EJEMPLO 1 Encuentre los valores de x en los cuales la funcién
fx)=x2—-2x+1

crece o decrece.

Solucion Dado que f(x) = x2 — 2x + 1, tenemos que f'(x) = 2x — 2. Ahora f’(x)
> 0 implica que 2x — 2 > 0, esto es, x > 1. En consecuencia, f(x) es creciente en
todos los valores de x dentro del intervalo definido por x > 1. De manera similar,
f'(x) < 0 implica que 2x — 2 < 0, esto es, x < 1. La funcion decrece si x < I.

La grafica de y = f(x) aparece en la figura 4. (Observe que f(1) = 0, de mo-
do que el punto (1, 0) esta sobre la grafica). Si x < 1, la grafica esta inclinada hacia
abajo, y para x > 1, estd inclinada hacia arriba. @ 1

(—2,9) 4,9)

FIGURA 4

EJEMPLO 2 Determine los valores de x en los cuales la funcién
f(x) =x% — 3x

crece o decrece.

Solucion Tenemos que f'(x) = 3x2 — 3 = 3(x — 1)(x + 1). Con el objetivo de
determinar el intervalo en que f(x) crece, hacemos f'(x) > 0, esto es,

3x—LD(x+1)>0

Este tipo de desigualdad cuadréatica cuyo procedimiento consiste en examinar los
signos de los factores (x — 1) y (x + 1). Estos se ilustran en la figura 5. El factor
(x — 1) es positivo si X > 1y negativo en el caso de que x < 1. Mientras que (X
+ 1) es positivo si X > —1 y negativo para x < —1.

Estos dos numeros dividen la recta real en tres intervalos: (—oo, —1), (=1, 1)
Yy (1, 00). En cada uno de estos intervalos, f'(x) tiene signo constante y solo cambia
de signo en x = 1, en donde es cero. Asi que s6lo seleccionamos un punto de prue-
ba en cada intervalo y calculamos el signo de f’(x) en cada punto de prueba. Los re-
sultados se dan en la tabla 1.
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@ 2. ;Para qué valores de x
las siguientes funciones son
crecientes o decrecientes?

a) f(x) = x3-3x?

b) f(x) =xT+x

c) f(xX) =2Inx—x?

Respuesta a) Creciente para
X < 0y x> 2, decreciente
para0 <x <2

b) creciente parax < —1yx >1,

decreciente para-1 <x <0y
0<x<1

c) creciente para0 <x <1y
decreciente para x > 1

(El dominio s6lo es x > 0).

TABLA 1

Intervalo
Punto de prueba
f'(x) =3x*-3

(7001 71)
-2
3(-22—3=9>0

(711 1)
0
30— 3=-3<0

Decreciente

(1, 00)
2
3(2-3=9>0

Creciente

f Creciente

Vemos que f'(x) > 0en (—oo, —1) y en (1, 00), asi que f es una funcion cre-
ciente de x en cada uno de esos intervalos. En (=1, 1), f'(x) < 0, asi f es una fun-
cidn decreciente en ese intervalo. La gréafica de f se muestra en la figura 5. @ 2

14
3 -
(-1,2)
2
— 3 -
I\ | | 3 |
-2 -1 0 1 2 X
-1
—2r L -2
Creciente Decreciente Creciente
FIGURA 5

EJEMPLO 3 (Analisis de las funciones de costo, ingreso y utilidad) En el caso de
la funcion de costo C(x) = 500 + 20x y la relacion de demanda p = 100 — x, de-
termine las regiones en que la funcion de costo, la funcion de ingreso y la funcion
de utilidad son funciones crecientes o decrecientes de x.

Solucion Puesto que C(x) = 500 + 20x, C'(x) = 20 siempre es positiva. De ahi
que la funcidn de costo sea una funcion creciente de x para todos los valores de x.
La funcién de ingreso es

R(X) = xp = x(100 — x) = 100x — x?
Asi pues, el ingreso marginal es
R’(x) = 100 — 2x

De modo que R’(x) > 0si 100 — 2x > 0, esto es, cuando x < 50. En el caso de que
x > 50, R’(x) < 0. Asi que la funcion de ingreso es una funcion creciente de x si x
< 50y es una funcion decreciente de x para x > 50.

La funcion de utilidad es

P(x) = R(x) — C(x) = 100x — x? — (500 + 20x) = 80x — x* — 500

SECCION 3-1 LA PRIMERA DERIVADA Y LA GRAFICA DE LA FUNCION 93



Por consiguiente, P'(x) = 80 — 2x y P’(x) > 0 cuando 80 — 2x > 0 0 x < 40; en
@ 3. Vuelva a resolver el ejemplo ~ forma alternativa, P’(x) < 0 si x > 40. De modo que la funcion de utilidad es una

3, si la ecuacion de demanda se funcion creciente de x si x < 40, y es una funcion decreciente de x para x > 40. Las
cambia ap = 120 - 2x gréficas de las tres funciones aparecen en la figura 7. & 3
VY
(50, 2500)
i c (¥
2000 |-
(40, 1100)
1000 |~
R (x)
500
P
- [ N -
0 20 40 60 80 100 X
/
FIGURA 6

El tipo de comportamiento que estas tres funciones presentan es bastante tipi-
co de las funciones generales de costo, ingreso y utilidad. La funcién de costo por
lo regular es una funcion creciente de la cantidad de bienes producidos (casi siem-
pre cuesta mas producir mas, si bien ocurren excepciones con ciertas politicas
de precios en el caso de materias primas). De manera similar, la funcién de ingreso

Respuesta R crece para es, en general, una funcion creciente para pequefios volumenes de ventas pero, por
0 < x < 30, decrece para x > 30. lo regular, se transforma en una funcién decreciente cuando consideramos grandes
P crece para 0 < x < 25, decrece volumenes de ventas. La funcion de utilidad tiene este mismo comportamiento de
para x > 25 crecimiento para x pequefia y decrece en el caso de que x sea grande.

L ETTREEN

(1-24) Determine los valores de x en los cuales las funciones X X+ 1

siguientes son: a) crecientes; b) decrecientes. 710 = X+ 1 8760 = x—1

— y2 —
lLy=x2—-6x+7 9.y =x+Inx 10. y = x — ex

= y3
2. y=x—12x+10 11. y = xInx 12. y = xe™*
3. fX)=x¥—-3x+4

13.y=x>-56x*+1 14. y = x" — 7x8
4. f(x) = 2x® — 9x2 — 24x + 20
1 1 15.y=x2—4x+5 16. y=x3—-3x+2

5. f() =x+ = 6. f(¥) =X+

&) X &) X2 17.y =5x6 — 6x° + 1 18. y = x* — 2x2
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19.
21.
23.

y = x2/3 20. y = x1/5
y=1Inx 22.y =e &
2 -1
== 24, y = ——
Y =5 Y=

(25-28) (Analisis de funciones de costo, ingreso y utilidad) Pa-
ra las siguientes funciones de costo y relaciones de demanda,
determine las regiones en que a) la funcién de costo, b) la fun-
cién de ingreso y c) la funcion de utilidad son crecientes o de-

crecientes.

25. C(x) = 2000 + 10x; p = 100 — %x

26. C(x) = 4000 + x2; p =300 — 2x

27. C(x) = C, + kx; p=a— bx(a, b, ky C,son constantes
positivas).

28.

29.

30.

C(x) = V100 + x%; p = a — (b/x) V100 + x2. (Suponga
que b > a > 0).

(Anélisis del costo marginal) EI costo de producir x miles
de unidades de cierto producto esta dado por C(x) = 2500

+ 9x — 3x2 + 2x3. ¢En qué nivel de produccion el costo

marginal es
a) creciente? b) decreciente?

Repita el ejercicio 29 si C(x) = 2000 + 15x — 6x2 + x3

H 3-2 MAXIMOS Y MINIMOS

31.

32.

33.

34.

35.

36.

(Analisis del ingreso marginal) Dada la relacién de de-
manda p = 600 — x?, donde x unidades pueden venderse a
un precio de p cada una. Encuentre cuando el ingreso mar-
ginal sea:

a) creciente. b) decreciente.

Repita el ejercicio 31 para la relacion de demanda P =
5oe—x/20

(Costo marginal y promedio) Para la funcién de costo C(x)
=6 + 2x(x + 4)/(x + 1), pruebe que los costos marginal
y promedio siempre son decrecientes para x > 0.

(Ingreso marginal) Para la relacion de demanda p = 50 —
In (x + 1), pruebe que el ingreso marginal siempre es de-
creciente para x > 0.

(Costo promedio creciente) Demuestre que la funcion de
costo promedio C(x) es una funcidn creciente cuando el cos-
to marginal excede al costo promedio.

(Felicidad material) Sea H(x) la cantidad de felicidad que
un individuo obtiene por poseer x unidades de algun bien.
Un modelo usado a veces para esta cantidad es H(x) = A
In (1 + x) — Bx, donde A y B son constantes positivas con
A > B. Calcule H(0). Pruebe que H(x) es una funcion cre-
ciente para valores pequefios de x pero eventualmente se
convierte en una funcion decreciente. Encuentre el valor de
x en el cual H(x) sea maxima.

Muchas de las aplicaciones importantes de derivadas incluyen encontrar los valores
maximo y minimo de una funcién particular. Por ejemplo, la utilidad que obtiene un
fabricante depende del precio que cobra por el producto y el fabricante esta intere-
sado en conocer el precio que hace que su ganancia sea maxima. El precio éptimo
(o mejor precio) se obtiene por medio de un proceso llamado maximizacién u opti-
mizacion de la funcion de utilidad. De una manera similar, una compafiia de bienes
raices puede estar interesada en generar el ingreso maximo por renta; una compaiiia
ferroviaria puede necesitar conocer la velocidad promedio a la cual los trenes deben
viajar para minimizar el costo por milla de operacién; o un economista puede de-
sear conocer el nivel de impuestos en un pais que promovera la tasa maxima de cre-
cimiento de la economia. Sin embargo, antes de ver las aplicaciones tales como
éstas, analizaremos la teoria de maximos y minimos.

DEFINICIONES a) Se dice que una funcién f(x) tiene un méaximo local en x = ¢
si f(c) > f(x) para toda x suficientemente cerca de c.

Asi los puntos P y Q en las graficas en la figura 7 corresponden a maximos
locales de las funciones correspondientes.

SECCION 3-2  MAXIMOS Y MINIMOS 95



96

CAPITULO 3

y =1(x)

\

o A
=<

(9}

x

FIGURA 7

b) Se dice que una funcion f£(x) tiene un minimo local en x = ¢ si f(c) < f(x)
para toda x suficientemente cerca de c.

Los puntos Ay B en las gréaficas de la figura 8 corresponden a minimos locales.

¢) El término extremo se utiliza para denotar a un maximo local o bien a un
minimo local.

Una funcion puede tener mas de un maximo local y mas de un minimo local,
como se muestra en la figura 9. Los puntos A, C y E en la gréafica corresponden a

Yy A Y

—

y =1f(x)

R B

o A
>
9}
R
N
o

a) b)
FIGURA 8

FIGURA 9
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@ 4. Proporcione los valores de x
en los que las graficas siguientes
tienen maximos o minimos locales.

a)
Ied

[V [,
of----

(9}

Q

Y

=Y

Respuesta a) Maximo local en
ay ¢, minimo local en b;

b) minimo local en a, maximo
local en b.

@ 5. ;Cuales son los puntos
criticos de la funcidn f si

a) f(x) =x

b) f() = [x-1]

Respuesta a)x =0 h)x=1

puntos en donde la funcidn tiene maximos locales, y los puntos B, D y F correspon-
den a puntos en donde la funcién tiene minimos locales. @ 4.

Un valor méximo o minimo (locales) de una funcién es la ordenada (coorde-
nada y) del punto en el que la gréfica tiene un maximo o minimo local. Un valor
minimo local de una funcidn puede ser mayor que un valor méximo local. Esto pue-
de verse facilmente de la gréafica anterior, en donde la ordenada en F es mayor que
la ordenada en A.

DEFINICION El valor x = ¢ se denomina punto critico para una funcién continua
f si f(c) esta bien definiday si o f'(c) = 0 0 f'(x) no existe en x = c.

En el caso cuando f'(c) = 0, la tangente a la gréfica de y = f(x) es horizon-
tal en x = c. Esta posibilidad se ilustra en la parte a) de la figura 10. El segundo
caso, cuando f’(c) no existe, ocurre cuando la gréfica tiene una esquina en x = ¢
(véase la parte b) de la figura 10) o cuando la tangente a la grafica se vuelve verti-
cal en x = ¢ (de modo que f’(x) se hace infinitamente grande cuando x — c). (Véa-
se la parte c) de la figura 10). @ 5

Enfatizamos el hecho de que para que ¢ sea punto critico, f(c) debe estar bien
definida. Por ejemplo, considere f(x) = x 1, cuya derivada es f'(x) = —x 2.

f'(c) no existe

ShY
(3}
A £
o A
o
x ¥y

a) b)

y A

f'(c) no existe

\

0)

FIGURA 10
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Claramente, f'(x) no estéa acotada cuando x — 0. Sin embargo, x = 0 no es un punto
critico para esta funcién ya que f(0) no existe.

Es claro de las graficas de la figura 10 que los extremos locales de una fun-
cién ocurren s6lo en puntos criticos. Pero no todo punto critico de una funcion co-
rresponde a un minimo local o a un maximo local. El punto P en la parte a) de la fi-
gura 11, en donde la tangente es horizontal, es un punto critico pero no es punto ma-
ximo local ni punto minimo local. Los puntos Q y R en las partes b) y ¢) son pun-
tos criticos en los que f’(c) no existe, pero no son extremos de f(x).

Ay Ay

'f(c)=0

\

x Yy

o A
>
o A
()
~

(o

a) b) C)

FIGURA 11

Dentro de poco, desarrollaremos ciertas pruebas que nos permitiran distinguir
aquellos puntos criticos que son extremos locales de aquellos que no lo son. Prime-
ro examinaremos los puntos criticos por medio de algunos ejemplos.

EJEMPLO 1 Determine los puntos criticos de la funcion
F(x) = x3(2x® - 3x)
Soluciéon Tenemos f(x) = 2x® — 3x*. Diferenciando, obtenemos
f'(x) = 12x5 - 12x3 = 12x3(x> - 1)

Es claro que f'(x) existe para toda x, de modo que los Unicos puntos criticos son
aquellos en los que f'(x) se hace cero:

F'x) =12x3x2-1) =0
asi que
x3=0 0 bien x¥-1=0

De modo que los puntos criticos son x = 0, 1

EJEMPLO 2 Determine los puntos criticos de la funcion
fO) = x4(x =1)*5
Solucién Diferenciando, por medio de la regla del producto,
fx) = 43(x = D¥5 + x¥(E)(x — 1)71/°
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@ 6. ;Cuales son los puntos
criticos de la funcion f, si

a) f(x) =x® + 3x?

b) f(x) = x*-8x?

) f(X) = x(x — 4)/3?

Respuesta a) x = 0, —2
b)x=0,2, -2 ¢c)x=3,4

@ 7. Las siguientes funciones
tienen un punto critico en x = 0.
Aplique la prueba de la primera
derivada para determinar la
naturaleza de este punto.

a) f(x) =x*

b) f(x) = x*

c) f(x) = x'/3

d) f(x) = x*73

Respuesta a) No es un extremo
local

b) minimo local

€) no es un extremo local

d) minimo local

=£x3(x — )75 [5(x — 1) + X]

=2 x3(x — 1)71/5 (6x — 5)
Ahora f’(x) = 0 cuando x3 = 0 0 6x — 5 = 0, asi tenemos puntos criticos en x = 0
y X = 2. Sin embargo, observe que f'(x) se hace infinitamente grande cuando x — 1

como consecuencia de la potencia negativa. Como f(1) esté bien definida (de hecho
f(1) = 0), x = 1 debe ser un punto critico del tipo en el que f'(x) no existe.

EJEMPLO 3 Determine los puntos criticos de la funcién
F09 =xe?
Solucion Utilizamos la regla del producto.

F(x) = 3x%e + x3(—2xe )

=x2e (3 — 239

El factor e nunca es cero. Por tanto, f'(x) = 0 cuando x> = 0 0 cuando 3 — 2x? = 0;
esto es, cuando x = 0 0 cuando x = *+ /3. De modo que la funcién dada tiene tres
puntos criticos: x = 0, * ﬁ - 6

Prueba de la primera derivada

No todos los puntos criticos son extremos locales; varios ejemplos de puntos criti-
cos que no son extremos locales se ilustraron en la figura 11. El siguiente teorema
proporciona la primera de las dos pruebas que pueden utilizarse para decidir si un
punto critico dado es un méximo local o minimo local, o ninguno de éstos.

TEOREMA 1 (PRUEBA DE LA PRIMERA DERIVADA) Sea x = ¢ un punto cri-
tico de la funcion f. Entonces:

a) Si f’(x) > 0 parax justo antes de cy f'(x) < O justo después de c, enton-
ces ¢ es un méximo local de f. (Véase la parte a) de la figura 12. Los simbolos (+),
(=) 0 (0) junto a cada parte de la gréfica indica el signo de f').

b) Si f'(x) < 0 para x justo antes de ¢ y f'(x) > 0 justo después de c, enton-
ces ¢ es un minimo local de f. (\VVéase la parte b) de la figura 12).

c) Si f'(x) tiene el mismo signo para x justo antes de ¢ y para X justo después
de c, entonces ¢ no es un extremo local de f. (Véase la parte ¢) de la figura 12).

Observacion En la parte a) del teorema, f cambia de creciente a decreciente
cuando x se mueve a la derecha pasando por c. En la parte b), f cambia de decre-
ciente a creciente cuando pasa por c. En la parte c), f es creciente en ambos lados
de c o decreciente en ambos lados. @ 7
EJEMPLO 4 Determine los extremos locales de f, en donde f(x) = x*—4x3 + 7
Solucion  En este caso,

f'(X) = 43 - 12x2 = 4x3(x - 3)
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f' existe para toda x, asi los puntos criticos estdn dados por f'(x) = 0. Esto es,
4x%(x —3) = 0,0x = 0y x = 3. Estos puntos criticos dividen la recta real en los tres
intervalos (—oo, 0), (0, 3) y (3, c0). Como de costumbre, determinamos el signo de f’

en cada intervalo eligiendo un punto de prueba. Los resultados estan en la tabla 2.

TABLA 2
Intervalo (=00, 0) 0, 3) (3, 0)
Punto de prueba -1 1 4
f/()=4a(x=3) | 4(-1)%(-1-3) 41)*(1-3) 4(44-3)
=-16<0 =-8<0 =64>0
f Decreciente Decreciente Creciente

Enx = 0, f’ es negativa en ambos lados, de modo que x = 0 no es un extre-
mo local. Para x = 3, f' es negativa a la izquierda (f es decreciente) y positiva a la
derecha (f es creciente). Por tanto, por la parte b) del teorema 1, x = 3 es un mini-
mo local de f.

EJEMPLO 5 Determine los maximos y minimos locales de la funcién f(x) = x?/3
(x=5).

Soluciéon Primero encontramos los puntos criticos. Con base en la regla del pro-
ducto tenemos
fX) =2x13(x —5) +x¥3-1=23x"13(x - 2)

f" =0cuandox = 2y f’ esta indefinida cuando x = 0. Asi existen dos puntos criti-
cos; a saber, x = 0y x = 2. Estos puntos dividen la recta real en los tres intervalos,
(=00, 0), (0, 2) y (2, 00). Seleccionando un punto de prueba, como de costumbre, en
cada uno de estos intervalos, obtenemos los resultados que se muestran en la tabla 3.

TABLA 3
Intervalo (=00, 0) 0, 2) (2, 00)
Punto de prueba -1 1 8

) =3x8 (x—2)

f

3(-1)13(-3)=5>0 3)E(-1)=-3<0 3(8)" 1% (6)=5>0

Creciente Decreciente Creciente

Asi, justo antes de x = 0, f' es positiva, mientras que justo después de x = 0
es negativa. Por tanto, por la parte a) del teorema 1, x = 0 es un maximo local de f.
Justo antes de x = 2, f’ es negativa, mientras que justo después de x = 2 es positi-
va. Por tanto, por la parte b) del teorema 1, x = 2 es un minimo local de f.

EJEMPLO 6 Determine los maximos y minimos locales de la funcion f(x) = x*/
(x=1).

Solucion Primero encontramos los puntos criticos. De la regla del cociente tenemos
x—1) -4 —x*-1  x@Bx—14)

0 = (x — 1) T Tk

SECCION 3-2 MAXIMOS Y MiNIMOS 101




@ 8. Determine los extremos
locales de

a) f(x) = 12x—x3

b) f(x) = 2x*-x?

€) f(x) = x¥3(x - 10)

Respuesta a) Minimo local en
—2, maximo local en x = 2

b) minimos locales en x = +3,
méaximo local en x = 0

¢) méximo local en x = 0,
minimo local en x = 4

Para un punto critico, f'(x) = 0; por lo que x = 0 0 4. (Observe que x = 1 no
es un punto critico ya que f(1) no esté definida).

En este caso, debemos tener un poco de cuidado ya que el dominio de la fun-
cion no es toda la recta real. Debemos considerar los cuatro intervalos (—oo, 0),
0,1), (1, %) y (%, 00), puesto que x = 1 no pertenece al dominio. Seleccionando un
punto de prueba como es usual en cada uno de estos intervalos, obtenemos el resul-
tado que se muestra en la tabla 4.

TABLA 4
Intervalo (—o0, 0) 0, 1) 4% (%, o0)
Punto de prueba -1 i I 2
1\3_ 5 Ty3(_3
(—1%-7) G)(—3 )(—%) 232
"(X ———=>0 ——— <0 <0 >0
f ( ) (_2)2 _ %)2 (%)2 (1)2
Creciente Decreciente Decreciente Creciente

Asi, justo antes de x = 0, f' es positiva, mientras que poco después de x = 0
es negativa. Por tanto, por la parte a) del teorema 1, x = 0 es un m&ximo local de f.
Justo antes de x = %, f’ es negativa mientras que justo después de x = 4 es positiva.
Por tanto, por la parte b) del teorema 1, x = 5 es un minimo local de f.

Es muy importante en este tipo de ejemplo utilizar diferentes puntos de prue-
ba para examinar f’ después de 0 y antes de § ya que el intervalo completo entre es-
tos dos puntos criticos no esta en el dominio de la funcién. @ 8

Resumen para la determinaciéon de extremos locales por medio de la
prueba de la primera derivada

Paso 1. Encuentre f'(x) y determine los puntos criticos, esto es, los pun-
tos en donde f'(X) es cero o no existe.

Paso 2. Los puntos criticos dividen al dominio de f en varios intervalos.
En cada intervalo seleccione un punto de prueba y calcule f’(x) en ese punto. Si
el valor es positivo, entonces f es una funcion creciente en todo el intervalo co-
rrespondiente. Si el valor de f'(x) en el punto de prueba es negativo, entonces f
es decreciente en el intervalo entero.

Paso 3. Si f' es positiva a la izquierda y negativa a la derecha de un pun-
to critico, entonces ese punto es un maximo local. Si f’ es negativa a la izquier-
da y positiva a la derecha de un punto critico, entonces ese punto es un minimo
local. Si f' tiene el mismo signo en ambos lados de un punto critico, entonces
ese punto no es un extremo local.

I :jcrcicios 3-2

(1-20) Determine los puntos criticos para las siguientes funciones.

1. x2—-3x+7 2.3 +5 7. x3(x — 1)3
3. 2x3 — 6x 4, 2x8 —3x2 —36x + 7
5. x4 — 2x2 6. x4 —4x3+5 9. 3X3:: !
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10. x2 4 x72



X2
x—1
13. x4/5 — 2x2/5

(x — 1)1/5
X+ 1

11.

15.

17. x3Inx

19. 2 + |x — 3|

(21-36) Determine los valores de x en los maximos y minimos

12.

14.

16.

18.

20. |x2—3x + 2|

locales de las siguientes funciones.

21 f(x) =x2—12x + 10
22. f(x) =1+ 2x — x?

23. f(X)=x¥—6x2+7

24, f(x) =x¥—3x + 4
25.y=2x3 —9x2 + 12x + 6
26.y =43+ 9 —12x +5
27. y = x3 — 18x? + 96x
28.y=x3—-32 -9 +7
29. y =x>—5x4+5x3 - 10
30. y=x*—4x¥+3

31, f(x) = x3(x — 1)?

x2/3 — x1/3 33. f(x) = x4/3 34. f(x) = x113
35. f(x) =xInx 36. f(x) = xe™

X(x — 1)1/3 ) . o
(37-52) Determine los valores maximo y minimo locales de

—— las siguientes funciones.
37. f(x) = 2x® + 3x2 — 12x — 15

Inx 38. f(x) =%+ ax — 3ax (a>0)

X

39. f(x) = xe* 40. f(x) = xe™*
41, f(x) = x3(x — 1)2/3
42. f(x) = x4(x — 1)*/°

2
43. £(x) :':'(—ZX 44, f(x)=w
45.f(x)=|x71| 46. f(x)=27|x|

47. f(x) = |x2 = 3x + 2|

48. f(x) = |6 +x — x2|

49. f(x) = elxl 50. f(x) = exIxl
51 f(x) = (x — 2)*3

52. f(x) = (X + 1)7/5 + 3

53. Demuestre que f(x) = x® — 3x? + 3x + 7 no tiene maximo
ni minimo locales en x = 1.

54. Demuestre que f(X) = x + 1/x tiene un valor méximo lo-
cal y un valor minimo local, pero que el valor méaximo es

32. f(x) = x*(x + 2)? menor que el valor minimo.

B 3-3 LA SEGUNDA DERIVADA Y LA CONCAVIDAD

En las secciones anteriores vimos que el signo de la primera derivada tiene un sig-
nificado geométrico, que es de gran utilidad cuando necesitamos obtener una idea
cualitativa de la gréfica de una funcion. Se abordaré ahora la segunda derivada, la
cual, como veremos, también tiene una importante interpretacion geométrica.

Considere una funcién f(x) cuya grafica tiene la forma general que se aprecia
en la figura 13. La pendiente de la gréfica es positiva, f'(x) > 0, de modo que f es
una funcién creciente. Méas aun, la grafica tiene la propiedad de que al movernos
hacia la derecha (esto es, cuando x crece), la pendiente de la gréfica se hace mas pro-
nunciada. Es decir, la derivada f’(x) también es una funcién creciente de x. La gra-
fica de f'(x) debe tener la forma indicada cualitativamente en la figura 14.

Ahora, por el teorema 2 de la seccion 3-1, ' es una funcion creciente de X,
si su derivada es positiva, esto es, si f”(x) > 0. Asi, si f'(x) > 0y f"(x) > 0, enton-
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Y y=1fx '

FIGURA 13 FIGURA 14

ces la gréafica de f debe tener la forma general que se muestra en la figura 13. Tiene
que ascender hacia la derecha y la pendiente se hace cada vez mas pronunciada con-
forme aumenta x.

Analicemos ahora una funcion f cuya gréfica tiene la forma que se observa en
la figura 15. La pendiente de la gréfica es negativa, f'(x) < 0, por lo que f es una
funcion decreciente. Ademas, la grafica que se muestra tiene la propiedad de que
cuando nos movemos hacia la derecha la pendiente se hace menos pronunciada.
Esto es, conforme x aumenta, la derivada f” aumenta a partir de valores negativos
grandes hacia cero, como se indica en la figura 16.

(0

FIGURA 15 FIGURA 16

Nuevamente, f’, aunque negativa, es una funcién creciente de x y esto ga-
rantiza si f(x) > 0. Asi pues, si f'(x) < 0y f”(x) > 0, entonces la grafica de f debe
tener la forma general que se muestra en la figura 15. Debe inclinarse hacia abajo a
la derecha y la pendiente se hace menos pronunciada conforme x aumenta.

La propiedad geométrica que caracteriza ambos tipos de graficas es que son
concavas hacia arriba.* Concluimos, por tanto, que si f”(x) > 0 en algun interva-
lo, entonces la gréfica de f es concava hacia arriba en ese intervalo.

*Una curva es concava hacia arriba si dados dos puntos sobre la curva el segmento rectilineo que los
une queda por completo por encima de la curva. Una curva es concava hacia abajo si tal segmento recti-
lineo siempre queda por debajo de la curva.
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@ 9. Determine los intervalos en
donde f"(x) es positiva y aquellos
en donde es negativa en los
siguientes casos:

a) f(x) =x*

b) f(x) = x*

c) f(x) = x® + 3x?

Respuesta a) f”(x) es positiva para
x > 0, negativa parax <0

b) positiva para toda x # 0

¢) Positiva para x > —1, negativa
parax < —1

Ahora consideremos la posibilidad alternativa, esto es, que la gréafica de f(x)
sea concava hacia abajo. Los casos que corresponden a los dos tipos ya considera-
dos se observan en la figura 17. La parte a) ilustra el caso en que f'(x) > 0 pero la
pendiente se hace menos pronunciada a medida que x aumenta. La parte b) ejempli-
fica el caso en donde f'(x) < 0y la pendiente se hace cada vez mas pronunciada
(mas negativa) cuando x aumenta.

En cada caso, f'(x) es una funcion decreciente de x. Por el teorema 2 de la
seccion 3-1, f’ es decreciente si f"(x) < 0y ésta es, por lo tanto, una condicién
suficiente para que la gréfica de f sea cdncava hacia abajo. @ 9

y = f(x)
y = f(x

a) b)
FIGURA 17

EJEMPLO 1 Encuentre los valores de x en los cuales la grafica de
y = axt =@ + 2x?

es concava hacia abajo o concava hacia arriba.

Solucién
y = &xt—x3 + 2x?
y' =8¢ — 3 + 4x

y'=2x2 —6x+4=2(x—3x+2)=2(x — 1)(x — 2)

Debemos determinar los puntos en donde y” > 0 (cdncava hacia arriba) y y” < 0
(céncava hacia abajo). Primero, haciendo y” = 0, obtenemos 2(x — 1)(x — 2) = 0 ob-
teniendo x = 1y x = 2. Estos puntos dividen la recta numérica en tres intervalos
(=00, 1), (1, 2) y (2, 00). En cada uno de estos intervalos y” tiene signo constante,
asi que elegimos un punto de prueba conveniente y calculamos el signo de y” en ese
punto. Esto determina el signo de y” en todo el intervalo. Los resultados estan en la
tabla 5.

TABLA 5
Intervalo (o0, 1) 1,2 (2, 00)
Punto de prueba 0 3 3
y'=2(x-1DKx-2)| 2(-1)(-2) >0 2(3)(=3) <0 21 >0
Concavidad Hacia arriba Hacia abajo Hacia arriba
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@ 10. Determine los intervalos Asi que la funcién dada es concava hacia arriba si x < 1 0 x > 2 y concava

en donde las siguientes funciones hacia abajo en el caso de que 1 < x < 2. Estas propiedades se observan en la grafi-
son concavas hacia arriba y en ca de la figura 18.

donde son cdncavas hacia abajo.
a) f(x) = 24x2 —x*
b) f(x) = % y

Coéncava hacia
arriba
Céncava hacia 4

arriba

(-1.%)
@3)

2~ Concava hacia
abajo

@&)

FIGURA 18

EJEMPLO 2 Examine la concavidad de la funcién de costo
C(x) = 2000 + 10x — 0.03x% + 10~4x3

Soluciéon
C'(x) = 10 — 0.06x + (3 X 10~4)x2
C'(x) = —0.06 + (6 X 10~%)x = (6 X 10~4)(x — 100)

Observemos que si x < 100, C"(x) es negativa, lo cual significa que la gréafica de la
funcidn de costo es céncava hacia abajo. Cuando x > 100, C"(x) > 0y la gréfica es
en consecuencia concava hacia arriba. La grafica de C(x) tiene la forma que se ad-

Respuesta a) Concava hacia arriba vierte en la figura 19. < 10

para -2 < x < 2, c6ncava hacia

abajo parax < —20x > 2 » . . .
b) concava hacia arriba para La funcidn de costo del ejemplo 2 tiene una forma cualitativa que es bastante

x < —10x > 1, concava hacia tipica en tales funcio_nes. Pgra valores pgqueﬁos de x, la funcion de costo por lo re-
abajo para—+ <x <% gular es concava hacia abajo. Esta propiedad se debe al hecho de que el incremen-
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A C(X) L

(150, 31623)
(100, 2810)
(50, 24577) \

4000 |—
7 (200, 2600)

Coéncava hacia

: arriba
2000 ! 5 :
Concava hacia ' '
abajo | 1 .
< | I i I .
0 ' 100 200 X
FIGURA 19

to de la produccién introduce economias de escalas, de modo que el costo marginal
C’(x) decrece. Sin embargo, después de cierto nivel de produccion se hace cada vez
mas costoso incrementar la produccion porque, por ejemplo, debe adquirirse nueva
maquinaria y pagar tiempo extra a los trabajadores. En esta etapa, el costo marginal
empieza a incrementarse y la funcion de costo se hace concava hacia arriba.

Observe que la gréafica de C(x) siempre se inclina hacia arriba al movernos a
la derecha (C’'(x) > 0).

EJEMPLO 3 Encuentre los valores de x para los cuales la funcién

160 = xe2

crece o decrece y es concava hacia arriba o es concava hacia abajo.

Solucion

100 = xe>
f'(x) = (2x + 1)e%
F'(x) = 4(x + 1)ex

Puesto que e siempre es positivo, el signo de f’(x) es el mismo que el de (2x + 1).
Asi que, f(x) crece si 2x + 1 > 0, esto es, cuando x > —1, y f(x) decrece si 2x +
1 <0, esto es, cuando x < —3.

De manera similar, el signo de f”(x) es el mismo que el de (x + 1). Por lo que
f(x) es concava hacia arriba si x > —1 y céncava hacia abajo si x < —1.

DEFINICION Un punto de inflexién de una curva es un punto en donde la curva
cambia de concava hacia arriba a concava hacia abajo o viceversa.

Si x = x, es un punto de inflexion de la grafica de y = f(x), entonces, a un la-
do de x, la grafica es concava hacia arriba, esto es, f”(x) > 0; y del otro lado de x,,
la gréfica es concava hacia abajo, es decir, f”(x) < 0. Asi que al pasar de un lado al

SECCION 3-3 LA SEGUNDA DERIVADA Y LA CONCAVIDAD 107


MAC 11
Pencil


@ 17. Para las funciones
siguientes, ¢x = 0 es un punto
de inflexion?

a) f(x)=x°
b) f() =x°
c) f(x) =x\/°
d) f(x) =x*73

Respuesta a) Si
b) no
c) si
d) no

otro de x = x,, f"(x) cambia de signo. En x = x, mismo, es necesario que f"(x,) =
0 o que f"(x,) no exista (f"(x) podria tender a infinito cuando x — x,).

En el ejemplo 1, la grafica de y = $x* — x3 + 2x? tiene puntos de inflexion en
x = 1yx = 2. Por ejemplo, si x < 1, la gréafica es concava hacia arriba; mientras
que cuando x es poco mayor a 1, la grafica es concava hacia abajo. De modo que x
= 1 es un punto en donde la concavidad cambia, es decir, un punto de inflexion. Es-
to también se aplicaa x = 2.

En el ejemplo 1 los puntos de inflexion estan dados por y” = 0. El ejemplo 4
ilustra la posibilidad alternativa.

EJEMPLO 4 Determine los puntos de inflexién de y = x3

Solucién Tenemos que
1

I — T y—23
Y =5 x
1/ 2 2
n— | = |y-53 — _Zy-5/3
y 3( s)x 9

Ahora, si x > 0, x5/3 es positiva, de modo que y” < 0. Cuando x < 0, x*3 es negati-
va, por lo que y” > 0. Asi pues, la gréfica es concava hacia arriba si x < 0 y cén-
cava hacia abajo para x > 0. El valor x = 0, en el cual y también es cero, es por tanto
un punto de inflexion. (Véase la figura 20). En este caso, y” se hace indefinidamen-
te grande cuando x — 0, de modo que tenemos un punto de inflexion en el cual la
segunda derivada no existe. (Obsérvese también que cuando x — 0, y’ tiende a infi-
nito, por lo que la pendiente de la grafica tiende a ser vertical en el origen para es-
ta funcion particular). @ 11

x|

/O

FIGURA 20

Observe que la tangente a la gréfica en un punto de inflexién siempre corta a
ésta en tal punto. Se trata de una propiedad poco comun de una tangente (por regla,
la gréfica esta situada por completo a un lado de la linea tangente cerca del punto
de tangencia).
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Prueba de la segunda derivada

En la seccion 3-2, introdujimos la prueba de la primera derivada para distinguir en-
tre aquellos puntos criticos que son maximos o0 minimos locales, 0 ninguno de éstos.
La segunda derivada proporciona una prueba alterna que puede utilizarse en ciertos
casos. Cuando puede usarse, con frecuencia esta prueba es mucho mas sencilla que
la prueba de la primera derivada.

Considere el caso cuando aparece un extremo local en un punto critico dado
por f'(x) = 0, esto es, cuando la recta tangente es horizontal en el punto de la gra-
fica de f que corresponde al extremo. Entonces, si el punto es un maximo local, la
grafica es concava hacia abajo, y si el punto es un minimo local, la grafica es con-
cava hacia arriba. Pero sabemos que siempre que f”(x) < 0, la grafica es concava
hacia abajo, y siempre que f”(x) > 0, la grafica es concava hacia arriba. Esto con-
duce al siguiente teorema.

TEOREMA 1 (PRUEBA DE LA SEGUNDA DERIVADA) Sea f(x) dos veces di-
ferenciable en el punto critico x = c. Entonces,

a) x = c es un maximo local de f siempre que f'(c) =0y f"(x) <0

b) x = c es un minimo local de f siempre que f'(c) =0y f"(x) >0

EJEMPLO 5 Determine los valores maximo y minimo locales de

X+ 2x2-4x -8
Solucion Sea f(x) = x3 + 2x2—4x -8

f'(x) =32+ 4x -4
Para determinar los puntos criticos, hacemos f'(x) = 0:
X +4x—4=0
Bx—2)x+2)=0

Esto dax = 2 0-2. Asi,
f'x) =6x + 4

f(%) = 6(%) +4=8>0

Por tanto, como f”(x) es positiva cuando x = 2, f(x) tiene un minimo local cuando
x = 4. El valor minimo local esta dado por

2 2\3 2\2 2 256
— | = | — + —_ — — — ===
f<3> (3) 2(3) 4(3) 8=
Cuando x = =2, f"(—=2) = 6(—2) + 4 = —8 < 0. Por tanto, como f"(x) es

negativa cuando x = —2, f(x) tiene un méaximo local cuando x = —2. El valor mé-
ximo local esta dado por

f(=2) = (-2 + 2(—2)2-4(-2)-8=0

— 2
Enx =4,
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@ 12. Utilice la prueba de la
segunda derivada para determinar
los extremos locales:

a) f()=1—2x>2+x*

b) f(x) =xInx

c) f(x) = x2 — 6x4/3

Respuesta a) Minimos locales
en +1, maximo local en 0

b) minimo local en x = e~!

¢) minimos locales en x = +8
la prueba de la segunda derivada
falla parax = 0

Asi el tnico valor maximo local de f(x) es 0, y ocurre cuando x = —2, el Unico va-

lor minimo local es -2, y aparece cuando x = 2

EJEMPLO 6 Determine los maximos y minimos locales para f(x) = (In x)/x.

Solucion Utilizando la regla del cociente, tenemos

£ =— =

Para un punto critico, f'(x) = 0, o bien,

1-1Inx
e 0
Estoes,1-Inx =0.Porloque,Inx=1=1Ineyasix=e.

En este caso, solo tenemos un punto critico, x = e. (Observe que f'(x) se ha-
ce infinito cuando x — 0. Sin embargo, x = 0 no es un punto critico ya que f(0) no
esta definida).

Otra vez, utilizamos la regla del cociente:

XA —=Inx) — @ —1Inx) - (3

!!X=
() =
o X(=1X) =@ —=Inx)(2x) _ 2Inx—3
B x4 a x3
Cuando x = e,
vy 2INne—=3 2-3 1
o)==t = 5 <0

en donde hemos utilizado el hecho de que In e = 1. De aqui que f(x) tiene un mé-
ximo local cuando x = e. En este caso, no existen minimos locales. @ 12

La prueba de la segunda derivada puede utilizarse para todos los extremos lo-
calesen los que f'(c) = 0y f"(c) sea distinta de cero. Cuando f”(x) = 0 en un pun-
to critico x = ¢, 0 cuando f”(c) no exista, entonces, no se puede utilizar la prueba
de la segunda derivada para asegurar si x = ¢ €s un maximo o minimo local. En ta-
les casos, debemos utilizar la prueba de la primera derivada. La prueba de la prime-
ra derivada también debe utilizarse para todos los puntos criticos en donde f'(c) no
exista.

El siguiente ejemplo ilustra varios casos sencillos en donde la prueba de Ia se-
gunda derivada no funciona.

EJEMPLO 7

a) Considere f(x) = x3. Entonces, f'(x) = 3x?y f’(x) = 0 cuando x = 0. El
Unico punto critico es x = 0. Ahora, f”(x) = 6x, de modo que f"(0) = 0y la prue-
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ba falla. (En efecto, f'(x) > 0 para toda x # 0, asi que la funcién es creciente para
toda x # 0, y x = 0 no es un extremo local).

b) Considere f(x) = x%/5. Entonces f'(x) = € x/°y f’(x) = 0 en x = 0. Este
es el Uinico punto critico. Ahora f”(x) = £ x~*/5, de modo que f”(0) no esta defini-
da. No funciona la prueba de la segunda derivada. (De hecho, la prueba de la prime-
ra derivada, muestra que x = 0 es un minimo local).

@ 13. Para cada una de las
siguientes funciones y en el punto
x = 1, itiene éxito o fracasa la
prueba de la segunda derivada?

a) f)=x—3x+3x—-1

b) f(x) = (x — 1)*7

c) f(x) =x(x — §v°

d) f(x) = x(x — 1)¥/*

c) Considere f(x) = x%/5. Entonces f’(x) = 5 x~%/5 y existe un punto critico
en x = 0 en el que f' no esta definida. La prueba de la segunda derivada no puede
aplicarse a este tipo de punto critico. (En realidad, x = 0 es un minimo local).

d) En el ejemplo 4 de la seccion 3-2, f'(x) = 4x?(x — 3) con puntos criticos
enx = 0yx = 3. Entonces f"(x) = 12x? - 24x. Tenemos f”(0) = 0y f"(3) = 12(3)?
— 24(3) = 36 > 0. Asi que la prueba de la segunda derivada muestra que x = 3 es
un minimo local, pero esta prueba fallaenx = 0. @ 13

Respuesta a) Falla

b) falla

c) tiene éxito (minimo)
d) falla

Resumen de la determinacién de extremos locales por medio
de la prueba de la segunda derivada:

Paso 1. Encontrar f’(x) y determinar los puntos criticos. Sea x = ¢ un pun-
to critico en el que f'(c) = 0. La prueba de la segunda derivada no puede utili-
zarse para un punto en donde f'(x) no exista.

Paso 2. Encontrar f”(x) y evaluarla cuando x = c.

Paso 3. Si f"(c) < 0, entonces f tiene un maximo local en x = c. Si f”(c)
> 0, entonces f tiene un minimo local en x = ¢. Si f”(c) = 0 0 f”(c) no esta de-
finida, entonces la prueba falla.

I jcrcicios 33

(1-12) Encuentre los valores de x para los cuales las siguientes
funciones son a) céncavas hacia arriba o b) concavas hacia aba-
jo. También determine los puntos de inflexion, si los hay.

1. x2—4x+7 2.5+ 3x—x2
3.x3—-3x+4 4, x3+3x2—-9x+1
5. x4—18x2+5 6. X' —7x8+ 2
7.x+l 8. !

X X—2
9. (x — 5)3/4 10. xe~*

X

11'W 12. x—2Inx

(13-20) Determine los valores de x para los cuales las siguien-
tes funciones son a) crecientes; b) decrecientes; c) concavas
hacia arriba; d) concavas hacia abajo. También, determine los
puntos de inflexion, si los hay.

13. 3x2 — 15x + 2 14. x3 —6x2—15x + 7

15. x4 — 4x3 16. (x — 1)1/5
2
17. x — In x 18. £
eX
19. x2 — 18 In x *20. |x2 — 5x — 6|

(21-24) (Funciones de costo) Analice la concavidad de las si-
guientes funciones de costo.

21. C(x) = a + bx
22. C(x) = V100 + x?
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23. C(x) = 1500 + 25x — 0.1x? + 0.004x3

29. x4+ 4x3 — 8x2 + 3

24. C(x) = 1000 + 40Vx — x + 0.02x3/2 31. xe*

(25-45) Utilice la prueba de la segunda derivada para determi- 33. e¥

nar los valores maximo y minimo locales de las siguientes 35 %2 — Inx
funciones. Si falla la prueba de la segunda derivada, utilice la '

prueba de la primera derivada. 37. xInx

25. x2 —10x + 3 26. X3 —27x+5 39. (x — 1)3(x — 2)*
27. 2x3 — 3x2 — 36x + 7 28. x* —8x?+ 15 41, (x — 1)4/3

B 3-4 BOSQUEJO DE CURVAS POLINOMIALES

A menudo ocurre que nos gustaria obtener un dibujo cualitativo aproximado de c6-
mo la gréfica de una funcidn dada se veria sin necesidad de tabular un gran nime-
ro de puntos. La primera y segunda derivadas son herramientas efectivas para este
fin. En esta seccion, estudiaremos su uso aplicado a funciones polinomiales. Las
graficas que aparecen en las figuras 5 y 18 se obtuvieron por los métodos que a con-
tinuacion se describen. En la seccidon 3-7 estos métodos se extienden a otros tipos
de funciones.

Las propiedades basicas que necesitamos ya se han formulado y se resumen
en la tabla 6.

30. 1+3x2—x8
32. x?/e¥

34. x2Inx

36. x5 —15x% + 2
38. xInx —x

40. (x + 1)%(x — 2)3

*42. x3(x — 1)?/3

TABLA 6
Signo de f'(X) y f"(x) Propiedades de la gréafica de f Forma de la gréafica
f'x)>0y Creciente y concava
') >0 hacia arriba
f'x)>0y Creciente y concava
['x) <0 hacia abajo
f'x) <0y Decreciente y concava
f"x)>0 hacia arriba
J'() <0y Decreciente y concava
f'x) <0 hacia abajo

EJEMPLO 1 Bosqueje la grafica de la funciény = 2x3 — 9x% + 12x — 2

Solucion En primer término determinamos en donde la funcién es creciente o de-

creciente:

y =6x2—18x + 12 =6(x — 1)(x — 2)
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@ 14. Determine los intervalos
en los que la grafica de cada una de
las siguientes funciones pertenece a
cada uno de los cuatro tipos.

a) f(x) =2x —x?

b) f(x)=2x2 —2x3

Respuesta

N

a)

~— ™

b
) 0 1 2

Analizando el signo de y’ como en la seccion 3-1, encontramos que y’ > 0
parax < 1y parax > 2; mientras que y’ < 0 para 1l < x < 2. Asi la grafica es cre-
ciente para x < 1, decreciente para 1 < x < 2 y nuevamente creciente para X > 2.
(\Véase la parte a) de la figura 21).

2 1 2

. M é ),
N ﬁp; U
LN

Por medio de la prueba de la primera derivada, y tiene un méximo local cuan-
do x = 1y un minimo local cuando x = 2. Con facilidad se encuentra que cuando
x =1,y =3ycuando x = 2,y = 2. Asi las coordenadas de los extremos locales
son (1,3)y (2, 2).

Ahora examinemos la concavidad de la funcién. Encontramos

y'=12x — 18 = 12(x — 3)

y asf y” > 0 cuando x > 3 (cOncava hacia arriba); mientras que y” < 0 cuando x <
2 (concava hacia abajo). Esta informacion se esquematiza en la parte b) de la figu-
ra 21. Cuando x = 3,y = 3, de modo que el punto (3, 3) es un punto de inflexion
en la grafica.

Combinando la informacion de las partes a) y b), podemos resumirla como se
advierte en la parte ¢) de la figura 21; esto es, si x < 1, y es creciente y cdncava ha-
cia abajo; cuando 1 < x < 3, y decrece y es concava hacia abajo; etcétera. Esta
informacion se traduce en una forma cualitativa para la grafica en la parte d) de la
figura 21.

Por dltimo, calculamos las coordenadas del punto en que la grafica corta al eje
y.Six =0,y = —2, de modo que el punto es (0, —2).

A fin de bosquejar la grafica, graficamos primero los puntos (1, 3), (3, 3),
(2, 2), en donde f(x) cambia su naturaleza (de creciente a decreciente o de cdncava
hacia arriba a concava hacia abajo) y el punto (0, —2) en que la grafica corta al eje
y. Entonces, usando la informacion de la figura 21, dibujamos curvas del tipo apro-
piado que unan estos puntos. Esto da la grafica como se aprecia en la figura 22.
- 14
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0, -2)

FIGURA 22

Los pasos necesarios en el bosquejo de la grafica de una funcién polinomial
se resumen en el siguiente procedimiento.

Paso 1: Calcular f'(x) Determine los intervalos en que f'(x) es positiva o
negativa: éstos dan los intervalos en que f(x) crece o decrece, respectivamente.
Calcule las coordenadas de los puntos que dividen estos intervalos.

Paso 2: Calcular f”(x) Determine los intervalos en que f"(x) es positiva o
negativa: éstos dan los intervalos en que f(x) es concava hacia arriba o hacia aba-
jo, respectivamente. Calcule las coordenadas de los puntos que separan estos in-
tervalos.

Paso 3: Combinar Combine la informacién de los pasos 1y 2 como en la
figura 21.

Paso 4: Encontrar algunos puntos explicitos Por ejemplo, la interseccion
con el eje y se obtiene haciendo x = 0, de modo que y = £(0). La interseccion con
el eje x se obtiene haciendo y = 0. Esto da la ecuacién f(x) = 0 que debe resol-
verse para los valores de x en los puntos de interseccion. Algunas veces esta
ecuacion resulta ser demasiado complicada de resolver y debemos prescindir de
la informacion que proporciona.

EJEMPLO 2 Bosqueje la graficadey = 3 + 5x — 2x2
Solucion

Pasol y' =5 —4x. Asique,y’ >0six<3yy <Ocuandox >2.Six =2

y=3+5(Q) 207 =%
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En consecuencia, la gréfica es creciente si x < 2y decreciente para x > 2, y el pun-
to divisorio de la grafica es (3, 4). Este punto es un maximo local.

Paso 2 y” = —4. Asi que la gréfica es concava hacia abajo para toda x.

Paso 3 Combinando la informacién de los pasos 1y 2, tenemos la figura
23(a).

N

slof—

@ 15. Haga un bosquejo de las
graficas de

8) f(¥) = 5% = x
b) f(x) =X = §
€) f0) =X — 5 x~

Respuesta

O |—

FIGURA 23
a)

Paso 4 Cuando x = 0,y = 3 lo que da el punto (0, 3). Si y = 0 obtenemos la
ecuacion 2x2 — 5x — 3 = 0. Esta funcion cuadratica puede factorizarse:

2x+1)x—-3)=0

% Y las raices son x = — £y x = 3. En consecuencia, la grafica corta el eje x en (—3,
0)y (3, 0).

Integrando toda esta informacién, podemos dibujar un bosquejo razonable-
mente preciso de la grafica, como se observa en la figura 23(b). = 15

b)

EJEMPLO 3 Si el nimero de articulos producidos por semana es x (medidos en
miles), la funcidén de costo de un fabricante es

3.0 C=2+x—4x2+54x
1

(en miles de ddlares). Bosqueje la gréfica de C como una funcion de x.

—1r Solucion Por razones evidentes sélo estamos interesados en la region x = 0.

Paso 1 C'(X) = 1 — + x + & x2 Antes que nada, hacemos C’(x) = 0 con el
0 objetivo de obtener los puntos en que la grafica tiene tangentes horizontales.

—ly4ly2=
4 1-3x+35x2=0

3/2
' X)X —4x+8=0

(67,0

'\ 4_ 8 12
154, 22,07y

(8 -8

Por la formula cuadratica,

(=~ EV(42-4-1-8 4+*V-16

2-1 2
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y debido al nimero negativo que estd dentro del radical, x no es un nimero real.
Concluimos que C’(x) nunca es cero. Asi, C’(X) o es positiva para toda x o negativa
para toda x. Pero C'(0) = 1 > 0, por lo que C'(x) > 0 para toda x. Por tanto, C es
una funcion creciente para toda x.

Paso 2 C"(x) = —% ++x =+ (x — 2). Por tanto, cuando x > 2, C"(x) >0y
la grafica es concava hacia arriba. Si x < 2, C"(x) < 0y la gréfica es concava hacia
abajo.

Six =2,

CRQ=2+2-3@2+40@=2

3
C@)=1-%42) +422=1%
De modo que el punto divisorio es (2, 1?0) (punto de inflexion).

Paso 3 Combinando la informacién de los pasos 1y 2, tenemos la figura
24(a).

0 2 4 X

FIGURA 24

Paso 4 Cuando x = 0, C = 2, dando el punto (0, 2). Haciendo C = 0 obtene-
mos una ecuacion cubica en x, que no estamos en posibilidades de resolver. En con-
secuencia, debemos prescindir de esta informacion.

Es util tener un punto mas sobre la grafica a la derecha de x = 2, de modo que
calculamos el valor de C para x = 4y encontramos el punto (4, ).

Integrando toda esta informacién, obtenemos la grafica que se observa en la
figura 24(b).
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I cjcrCicios 3-4

(1-12) Bosqueje las gréficas de las siguientes funciones. 7.y =xt—2x2
Ly=x—6x+7 8. y=1x—x3+x2
.Yy=xX—4x+5 9.y=x-5x*+1
Ly=x2—-3x+14 11, y =5x6 — 6x° + 1

10. y = x7 — 7x8
12. y = ;x4 —3x?

LYy=x3—=3x+2 (13-14) Dibuje las gréficas de las dos funciones de costo de los
y = 2x¢ — 9x2 — 24x + 20 ejercicios 23 y 24 de la seccion 3-3 (s6lo considere x = 0).

2
3
4. y=x3—-12x+ 10
5
6

B 3-5 APLICACIONES DE MAXIMOS Y MiNIMOS

En la préctica surgen muchas situaciones en que deseamos maximizar o minimizar
cierta cantidad. El siguiente ejemplo representa un caso comun del asunto.

EJEMPLO 1 (Conservacion 6ptima) Un ecdlogo cultiva peces en un lago. Cuanto
mas peces introduzca, habrd mas competencia por el alimento disponible y el pez
ganara peso en forma mas lenta. De hecho, se sabe por experimentos previos que
cuando hay n peces por unidad de area del lago, la cantidad promedio en peso
que cada pez gana durante una temporada estd dada por w = 600 — 30n gramos.
¢ Qué valor de n conduce a la produccién total maxima en el peso de los peces?

Solucion La ganancia en peso de cada pez es w = 600 — 30n. Puesto que hay n
peces por unidad de éarea, la produccion total por unidad de area, P, es igual a nw.

Por consiguiente,

P = n(600 — 30n) = 600n — 30n2

Con el proposito de encontrar el valor de n para P maxima, derivamos y ha-

cemos igual a cero la derivada dP /dn:

dpP

—— =600 — 60n

dn

y dP/dn = 0 cuando 600 — 60n = 0, esto es, si n = 10. Asi que la densidad de 10
peces por unidad de &rea da la produccién total méxima. El valor méximo de P es

P = 600(10) — 30(10)2 = 3000

es decir, 3000 gramos por unidad de area. Podemos verificar que esto es un maxi-

mo local usando la regla de la segunda derivada:

2P

e %0
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@ 16. Vuelva a resolver el ejem-
plo 1, si el peso promedio que gana
cada pez es

w = 800 - 25n

Respuesta n = 16

@ 17. Encuentre dos nimeros
cuyo producto sea 64 y su suma
sea minima.

Respuesta 8y 8

La segunda derivada es negativa (de hecho, para todos los valores de n) por lo que
el valor critico n = 10 corresponde a un méaximo de P.

La grafica de P contra n aparece en la figura 25. P es cero cuando n es cero
ya que en ese momento no hay peces. A medida que n aumenta, P se incrementa
hasta un valor méaximo, luego decrece hasta cero otra vez cuando n = 20. Si n si-
gue creciendo, P decrece porque para valores grandes de n los peces ganaran muy
poco peso y algunos de ellos morirdn, de modo que la produccion total serd pe-
quefia. @ 16

AP

(10, 3000)

3000

2000

1000

\

0 10 20 n

FIGURA 25

Consideremos otro ejemplo de naturaleza puramente matematica.

EJEMPLO 2 Determine dos nimeros cuya suma sea 16, de tal forma que su pro-
ducto sea tan grande como sea posible.

Solucion  Sean los dos nimeros x y y, de modo que x + y = 16. Si P = xy deno-
ta su producto, entonces necesitamos determinar los valores de x y y que produzcan
que P sea méaximo.

No podemos derivar P de inmediato, puesto que es una funcién de dos varia-
bles, x y y. Sin embargo, estas dos variables no son independientes, sino que estan
relacionadas por la condicion x + y = 16. Debemos usar esta condicion para elimi-
nar una de las variables de P, dejando a P como funcion de una sola variable. Tene-
mos quey = 16 — x, y asi

P=xy=x(16 — x) = 16x — x?

Debemos encontrar el valor de x que haga a P maximo.

dP
—=16-2
i 6 X

Asi que dP/dx = 0 cuando 16 — 2x = 0, esto es, si x = 8. La segunda derivada
d?P/dx? = —2 < 0,y x = 8 corresponde a un maximo de P.

Cuando x = 8, también y = 8, de modo que el valor maximo de P es igual
aes @ 17
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La solucién de problemas de optimizacion del tipo anterior con frecuencia es
una de las &reas més dificiles del calculo diferencial. La principal dificultad surge
cuando es necesario escribir en ecuaciones el problema dado en palabras. Una vez que
las ecuaciones se han construido, por lo regular es rutinario completar la solucién
usando un poco de calculo. Esta tarea de expresar problemas en palabras como tér-
minos de ecuaciones matematicas ocurre a menudo en todas las ramas de las mate-
maticas aplicadas y es algo que el estudiante interesado en las aplicaciones debera
dominar en sus cursos de calculo para que sean de utilidad.

Por desgracia, no es posible dar rapidas y contundentes reglas por medio de
las cuales cualquier problema verbal pueda reescribirse en ecuaciones. Sin embar-
go, existen algunos principios directores que conviene tener en mente.*

Paso 1 Identifique todas las variables implicadas en el problema y denote
cada una de ellas mediante un simbolo.

En el ejemplo 1, las variables eran n, el nimero de peces por unidad de
area; w, la ganancia promedio en peso por pez, y P, la produccion total
de peso de los peces por unidad de area. En el ejemplo 2, las variables eran
los dos nimeros x y y, y P, su producto.

Paso 2 Destaque la variable que tiene que maximizarse o minimizarse y
exprésela en términos de las otras variables del problema.

\olviendo al ejemplo 1, la produccion total P se maximizo, y escribimos
P = nw, que expresa a P en términos de n y w. En el ejemplo 2, el produc-
to P de X y y se maximiz0 y por supuesto P = xy.

Paso 3 Determine todas las relaciones entre las variables. Exprese estas re-
laciones mateméticamente.

En el primer ejemplo, se daba la relacién w = 600 — 3n. En el segundo, la
relacion entre x y y es que su suma debia ser igual a 16, de modo que es-
cribimos la ecuacion matematica x + y = 16.

Paso 4 Exprese la cantidad por maximizar o minimizar en términos de una
sola de las variables. Con el objetivo de hacer esto, se utilizan las relaciones ob-
tenidas en el paso 3 para eliminar todas las variables excepto una.

Recurriendo de nuevo al ejemplo 1, tenemos que P = nwy w = 600 — 3n,
de modo que, eliminando w, se obtiene P en términos de n: P = n(600 3n).
En el ejemplo 2, tenemos que P = xy y x + y = 16, por lo que, eliminan-
do y, obtenemos P = x(16 — x).

Paso 5 Una vez que se ha expresado la cantidad requerida como una fun-
cién de una variable, determine sus puntos criticos e investigue si son méximos
0 minimos locales.

*Los pasos 1y 3 no sélo se aplican a problemas de optimizacion sino a problemas verbales en general.
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FIGURA 26

@ 18. Vuelva a resolver el ejem-
plo 3, si el tanque tiene una tapa

que cuesta $30 por metro cuadrado.

Respuesta x = V2 ~ 1.26,
y = V16 ~ 2.52

Seguiremos estos pasos en otro ejemplo.

EJEMPLO 3 (Costo minimo) Se debe construir un tanque con una base cuadrada
horizontal y lados rectangulares verticales. No tendrd tapa. El tanque necesita una
capacidad de 4 metros cubicos de agua. EI material con que se construira el tanque
tiene un costo de $10 por metro cuadrado. ;Qué dimensiones del tanque minimizan
el costo del material?

Solucion

Paso 1 Las variables en el problema son las dimensiones del tanque y el cos-
to de los materiales de construccion. El costo depende del area total de la base y de
los lados, los cuales determinan la cantidad de material usado en la construccion.
Denotemos con x la longitud de un lado de la base y con y la altura del tanque. (Véa-
se la figura 26). La cantidad que debe minimizarse es el costo total de materiales,
que denotamos con C.

Paso 2 C es igual al area del tanque multiplicada por $10, que es el costo por
unidad de &rea. La base es un cuadrado con lado x, de modo que tiene un area igual
a x2. Cada lado es un rectangulo con dimensiones x y y, y tiene un area xy. El area
total de la base mas los cuatro lados es por tanto x2 + 4xy. En consecuencia, escri-
bimos

C = 10(x? + 4xy)

Paso 3 Observe que la cantidad por minimizar esta expresada como una fun-
cién de dos variables, de modo que necesitamos una relacion entre x y y para elimi-
nar una de éstas. Esta relacion se obtiene del requerimiento (establecido en el pro-
blema) de que el volumen del tanque debe ser de 4 metros cubicos. El volumen es
igual al area de la base por la altura, esto es, x?y, y asi tenemos la condicién

Xy =4
Paso 4 Por el paso 3,y = 4/x%, y asi

C= 1O[x2 + 4x(i2>} = 10[x2 + E]
X X

Paso 5 Podemos derivar la ultima expresion y determinar los puntos criticos
de C.

dC 16 8
ale(Zx—;)zm(x—;):O

Asi, x — 8/x? = 0y por tanto x® = 8; es decir, x = 2.
La base del tanque deberia tener en consecuencia un lado de 2 metros de lon-
gitud. La altura del tanque ahora esta dada por

4
y=—=4/@ =1
Es facil verificar que d?C/dx? > 0 cuando x = 2, de modo que este valor de x re-
presenta un minimo local de C. @ 18
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Una de las aplicaciones més importantes de la teoria de méximos y minimos
es en las operaciones de empresas comerciales. Esto ocurre por una razon simple,
una empresa selecciona su estrategia y nivel de operacién en tal forma que maximi-
ce su utilidad. Asi pues, si la administracién de la empresa sabe como depende la
utilidad de alguna variable que puede ajustarse, entonces elegiran el valor de tal va-
riable de modo que produzca la méxima utilidad posible.

Consideremos el caso en que la variable a ajustar es el nivel de produccion x
(el nimero de unidades del producto de la empresa elaboradas por semana o por
mes). Si cada unidad se vende a un precio p, el ingreso es R(x) = px. El costo de
producir x articulos depende de x y se denota por C(x), la funcion de costo. Se sigue
que la utilidad es una funcién de x dada por

P() = R(x) — C(x) = px — C(x)

Deseamos elegir el valor de x que haga a P méaxima.

En primer término, abordemos el caso en que una pequefia empresa vende su
producto en un mercado de libre competencia. En esta situacién, el volumen de ven-
tas x de esta empresa particular no afectara el precio del mercado para el articulo en
cuestion. Podemos suponer que el precio p es constante, independiente de x, deter-
minado por fuerzas econdmicas fuera del control de nuestra pequefia empresa. El si-
guiente ejemplo ilustra un problema de esta clase.

EJEMPLO 4 (Maximizacion de utilidades) Una pequefia empresa manufacturera
puede vender todos los articulos que produce a un precio de $6 cada uno. El costo
de producir x articulos a la semana (en délares) es

C(x) = 1000 + 6x — 0.003x? + 10~x3
¢Qué valor de x debemos seleccionar con objeto de maximizar las utilidades?

Solucion El ingreso producido por la venta de x articulos a $6 cada uno es R(x) =
6x dolares. Por consiguiente, la utilidad por semana es

P(X) = R(x) — C(x)
= 6x — (1000 + 6x — 0.003x? + 10x3)
= —1000 + 0.003x2 — 10-6x3

A fin de encontrar el valor maximo de P, buscamos los puntos criticos en la forma
usual y luego investigamos su naturaleza. Derivando obtenemos

P'(X) = 0.006x — (3 X 10-6)x2

y haciendo P’(x) = 0, encontramos que x = 0 0 x = 2000. Podemos aplicar a cada
uno de estos valores el criterio de la segunda derivada:

P"(x) = 0.006 — (6 X 10-%)x
de modo que
P”(0) = 0.006 > 0 y P”(2000) = —0.006 < 0

Asi que x = 0 es un minimo local de P(x), mientras que x = 2000 es un maximo
local.
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Este Gltimo valor representa el nivel de produccion en que la utilidad es méa-
xima. La utilidad esta dada por

P(2000) = — 1000 + 0.003(2000)2 — 10-6(2000)3 = 3000

0 $3000 por semana.

Se presenta una situacion distinta en el caso de una gran empresa que en esen-
cia es el Unico proveedor de un producto particular. En tal caso, la empresa contro-
la 0 monopoliza el mercado, y puede elegir el precio de venta que desee para el pro-
ducto. El volumen de ventas esta determinado ahora por el precio a que se ofrece el
producto (a través de la ecuacion de demanda). Si escribimos la ecuacién de deman-
daen laformap = f(x), se sigue que la funcion de ingreso es R = xp = xf(x). Lue-
go, la funcién de utilidad es

P(x) = Ingreso — Costo = x f(x) — C(X)
y x debe elegirse de modo que maximice esta funcién.
EJEMPLO 5 (Decisiones sobre fijacion de precios) El costo de producir x articu-
los por semana es
C(x) = 1000 + 6x — 0.003x2 + 10~°x3

En el caso del articulo en cuestion, el precio en que x articulos pueden venderse por
semana esta dado por la ecuacion de demanda

p = 12 — 0.0015x

Determine el precio y el volumen de ventas en que la utilidad es maxima.

Solucion El ingreso por semana es
R(x) = px = (12 — 0.0015x)x

Luego, la utilidad esta dada por

P(X) = R(x) — C(x)
= (12x — 0.0015x2) — (1000 + 6x — 0.003x2 + 10-6x)
= —1000 + 6x + 0.0015x2 — 10-6x?

Con la finalidad de encontrar el valor médximo de P(x), hacemos P'(x) = 0
P'(x) =6 + 0.003x — (3 X 10°86x2 =0

Cambiando signos, dividiendo entre 3 y multiplicando por 108 la ecuacién comple-
ta, obtenemos x? — 1000x — 2 X 108 = 0. Podemos factorizar el lado izquierdo
como

(x — 2000)(x + 1000) = 0

y asi las soluciones son x = 2000 o —1000. (Estas soluciones pudieron obtenerse
también por medio de la formula cuadratica).

La raiz negativa no tiene importancia practica, de modo que s6lo necesitamos
considerar x = 2000. Con el objetivo de verificar que ésta en realidad representa un
méaximo local de la funcién de utilidad, podemos comprobar que P”(2000) < 0. Es-
to es facil.
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@ 19. Determine el valor de x
que maximiza la gananciay la
ganancia maxima, si la funcion de
costo es C(x) = (1 + x)?y la ecua-
cién de demandaes p = 10 — x.

Respuesta x =2,P_, =7

P"(x) = 0.003 — (6 X 10-5)x
P”(2000) = 0.003 — (6 X 10-5)(2000) = —0.009

Por tanto, el volumen de ventas de 2000 articulos por semana nos da la utilidad ma-
xima. El precio por articulo que corresponde a este valor de x es

p = 12 — 0.0015x = 12 — 0.0015(2000) = 9 @ 19

Para cualquier empresa, la utilidad es la diferencia entre el ingreso y los costos:
P(x) = R(x) — C(x)
En consecuencia, suponiendo que todas las funciones son diferenciables,
P'(x) = R'(x) = C'(x)

Cuando la utilidad es méxima, P’(x) = 0, y se sigue que R'(x) = C'(x).

Este resultado representa una importante conclusion general con respecto a la
operacion de cualquier empresa: en el nivel de produccién en que la utilidad es ma-
xima, el ingreso marginal es igual al costo marginal.

En un mercado de libre competencia, en que muchas empresas elaboran pro-
ductos similares a casi el mismo precio, el volumen de ventas puede incrementarse
mediante la publicidad. Sin embargo, si se gasta demasiado dinero en publicidad, el
gasto excederd la ganancia en el ingreso por el incremento de las ventas. De nuevo,
el criterio que debe usarse para decidir cuanto emplear en publicidad es que la ga-
nancia deberia ser méxima.

EJEMPLO 6 (Publicidad y ganancias) Una compafiia obtiene una utilidad de $5
por cada articulo de su producto que vende. Si gasta A délares por semana en publi-
cidad, el nimero de articulos que vende por semana esta dado por

X = 2000(1 — e~»)
en donde k = 0.001. Determine el valor de A que maximiza la utilidad neta.

Solucion La utilidad bruta por la venta de x articulos es de 5x dolares, y de ésta
restamos el costo de la publicidad. Esto nos deja una utilidad neta dada por

P =5x — A = 10,0001 — e k) — A (1)

Derivamos con la finalidad de encontrar el valor maximo de P.

dP
—— =10,000(ke ) — 1 = 10e " — 1
A (ke™)

dado que k = 0.001. Haciendo esto igual a cero, obtenemos
10e ¥4 =1 o bien ek =10
y tomando logaritmos naturales, resulta que

kA =1In10 = 2.30
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con tres cifras significativas. En consecuencia,

2.30 2.30
== = 2
A k 0.001 300

La cantidad 6ptima que debe gastarse en publicidad es en consecuencia de $2300
por semana.

La utilidad maxima se encuentra sustituyendo este valor de A en la ecuacion
(1). Ya que e % = 4 se sigue que la utilidad semanal maxima es

P = 10,000(1 — 5) — 2300 = 6700 délares

EJEMPLO 7 (Maxima utilidad e impuesto sobre la renta) Las funciones de costo
y de demanda de una empresa son C(x) = 5xy p = 25 — 2X, respectivamente.

a) Encuentre el nivel de produccion que maximizard las utilidades de la em-
presa. ¢Cudl es la méxima utilidad?

b) Si se impone un impuesto de t por cada unidad y la empresa lo carga en su
costo, encuentre el nivel de produccién que maximiza las utilidades de la empresa.
¢ Cudl es la méaxima utilidad?

c) Determine el impuesto por unidad t que debe imponerse para obtener un
maximo impuesto sobre la renta.
Soluciéon Tenemos:

Ingreso = precio X cantidad

R = px = x(25 — 2x) = 25x — 2x?

a) Si P denota la funcidn de utilidad, entonces,

P=R — C =25x — 2x2 — 5x = 20x — 2x?, 2—z=20—4x

Para encontrar la utilidad méaxima, dP/dx = 0, 0 20 — 4x = 0, 0 x = 5. También,
d?P/dx? = —4 < 0. Asi que las utilidades son méaximas en el nivel de produccion
de x = 5 unidades. P, = 20(5) — 2(5?) = 50.
b) Si se impone un impuesto t por cada unidad, la nueva funcién de costo sera
C, =5+ tx
y las ganancias estarian dadas por
P=R—-C,=25x—2x2 — (5x + tx) = (20 — t)x — 2x2
dp d2p
— =20 —t — 4x — =
dx y dx?
Para optimizar las ganancias, dP/dx = 0, que da

20 — t t
:5——
4 4

X =

124 CAPITULO 3 OPTIMIZACION Y BOSQUEJO DE CURVAS



La utilidad méaxima es

me=QO—D<m;*)—2<m;*Y:r%Qo—oz

(Notese que cualquier impuesto t positivo disminuye las utilidades de la empresa;
mientras que un impuesto negativo t, es decir, un subsidio, incrementa las utilida-
des).

c) Si T denota el impuesto total obtenido, entonces,

5t %
T=tx=t——)=5t——
SRR

Deseamos maximizar T. Ahora,

T

dT
— -5 - =
dt2

t 1
dt 2 2

y

@ 20. Repita las partes b) y ¢) o
del ejemplo 7, si la funcion de cos- Para maximizar T debemos tener dT/dt =0 Yy dZT/dtZ <0. dT/dt =0 que dat = 10.

toes C(x) = (1 + x)2y laecuacion  Por tanto, una tasa de impuesto de 10 por unidad producira un impuesto maximo so-
de demanda es p = 10 — x. bre larenta. @ 20

Concluimos esta seccién describiendo la aplicacién de méximos y minimos a
un modelo de costo de inventarios. Consideremos un ejemplo particular. Suponga-
mos que un fabricante produce 50,000 unidades de cierto articulo durante un afio.
Puede elegir entre varios programas de produccion diferentes. Todas las unidades
requeridas podrian fabricarse al inicio del afio en una sola serie de produccion. De-
bido a las economias de produccién masiva, esto minimizaria el costo de produc-
cién. Sin embargo, significaria que grandes cantidades de articulos tendrian que
mantenerse almacenados hasta que tuvieran que venderse, y los costos de almace-
namiento podrian ser altos y aun exceder las ventajas de los bajos costos de produc-
cion.

Supongamaos que tiene un costo de $400 preparar la planta manufacturera en
cada serie de produccion, que cada articulo cuesta $4 fabricarlo y que tiene un cos-
to de 40¢ por afio mantener un articulo almacenado. Supongamos que en cada serie
de produccion se produce el mismo ndmero de articulos, y denotemos este nimero
por x. Supongamos también que después de producir un lote, las x unidades se al-
macenan y se venden en una tasa uniforme de modo que las unidades almacenadas
se agotan cuando ya esta lista la proxima serie de produccion. Asi, el nimero de uni-
dades almacenadas como una funcién del tiempo se ilustra en la figura 27. En cada
serie de produccidn, el nimero salta de 0 a x, luego decrece progresivamente a una
tasa constante hasta cero. Al alcanzar el cero, el préximo lote se produce y el nime-
ro almacenado es de nuevo igual a X.

A partir de la figura 27 es claro que el nimero promedio de unidades almace-
nadas es x,/2. Puesto que cuesta $0.40 almacenar cada articulo por afio, los costos

Respuesta P) Xx=2-3t de almacenamiento en el afio seran de (0.4)(x,/2) délares o x/5 dolares.
P 22 — 32— 1 Dado que los 50,000 articulos necesarios se producen en lotes de tamafio x, el
€) t=4, Ty =4 ndmero de series de produccion por afio debe ser 50,000/x. Por consiguiente, el cos-
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@ 21. Suponga que cuesta $200
preparar cada serie de produccion,
$2 por articulo a fabricar y $4
anuales por almacenar cada articu-
lo. Escriba la funcidn de costo
anual, si se requieren N articulos
cada afio y determine el tamafio de
lote que la minimiza.

Respuesta C = @ + 2N + 2x,

x =10 VN

Unidades almacenadas

Tiempo
Series de produccion P

FIGURA 27

to de preparar la planta para estas series de (400)(50,000/x) = (2 X 107/x) ddlares.
El costo de producir 50,000 articulos a $4 cada uno es $200,000. En consecuencia,
los costos totales de fabricacion y de almacenamiento a lo largo de un afio (en do-
lares) estan dados por

7
C=2X1O
X

+ 200,000 +-§

Deseamos encontrar el valor de x que haga a C minimo. Derivando resulta

ac = 2x107

ac 1
dx X2 5

Haciendo esta derivada igual a cero, obtenemos el siguiente resultado:

X2 5
X2 = (2 X 107)(5) = 108
X = 104 = 10,000

2x10" 1

(La raiz negativa no tiene importancia practica). Mas aun, advertimos que

d2C 4 x 107

dx?2 x3

que es positiva cuando x = 10,000. De modo que este valor de x representa un mi-
nimo local de C.
Por tanto, el costo minimo se obtiene haciendo

50,000/10,000 = 5

series de produccién por afio, cada una de ellas con una produccion de 10,000 uni-
dades. @ 21

Este tipo de modelo de costo de inventarios también se aplica a negocios ta-
les como bodegas o mercados de venta al menudeo que mantienen existencias de ar-
ticulos que han de venderse al pablico o a otras empresas. La pregunta es qué tan
grande debe ser cada vez la cantidad de algln articulo que se ordena con destino a
ser realmacenado. Si se ordena una cantidad muy grande, la empresa se enfrentara
con sustanciales costos de almacenamiento, si bien no tendré la desventaja de reor-
denar por un buen tiempo. Por otro lado, si sélo se ordena una pequefia cantidad ca-
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da vez, los costos de almacenamiento serdn bajos pero los costos de acomodar las
ordenes seran altos, dado que las érdenes deberan realizarse con frecuencia. Entre
estos extremos podemos esperar encontrar un tamafio éptimo de cada orden que ha-
ga el costo total de almacenamiento més el de acomodo un minimo. Este 6ptimo se
denomina el tamafio del lote econdmico. Puede determinarse, al menos en el caso de
un modelo simple, mediante un método similar al que se dio. (\VVéase el ejercicio 29
de esta seccion y el nimero 31 de los problemas de repaso).

I -)crcicios 3-5

10.

11.

. (Teoria de nimeros) Determine dos ndmeros cuya suma

sea 10 y tales que su producto sea maximo.

. (Teoria de numeros) Encuentre dos nimeros con suma

igual a 8, de modo que la suma de sus cuadrados sea un mi-
nimo.

. (Teoria de nimeros) Determine dos nimeros positivos cu-

ya suma sea 75, tales que el producto de uno por el cuadra-
do del otro sea maximo.

. (Teoria de numeros) Determine dos nimeros positivos con

suma igual a 12 de modo que la suma de sus cubos sea un
minimo.

. (Geometria) Demuestre que entre todos los rectangulos de

area igual a 100 centimetros cuadrados, el que tiene peri-
metro mas pequefio es el cuadrado de lado igual a 10 cen-
timetros.

. (Geometria) ¢Cual es el area del méximo rectangulo que

puede inscribirse en un circulo de radio a?

. (Geometria) ¢Cual es el area del maximo rectangulo que

puede inscribirse en un semicirculo de radio a?

. (Costos de cercas) Un granjero desea delimitar una parce-

la rectangular de area 900 metros cuadrados. La cerca tie-
ne un costo de $15 por metro. ;Cuéles deberian ser las di-
mensiones de la parcela de modo que se minimice el costo
del cercado? ;Cdmo cambia su respuesta si el costo de cer-
cado sube a $20 por metro?

. (Costos de cercas) Repita el ejercicio 8 en el caso de que

uno de los lados de la parcela es comln a una cerca ya
existente y s6lo es necesario cercar tres lados.

(Disefio de un folleto impreso) Un folleto impreso debe
contener 48 pulgadas cuadradas de espacio impreso con
margenes de 3 pulgadas en la parte superior e inferior,
y margenes laterales de 1 pulgada. ;Qué dimensiones del
folleto consumiran la minima cantidad de papel?

(Disefio de una cisterna) Se construird una cisterna con
capacidad de 324 pies cubicos de agua. Debera tener una
base cuadrada con cuatro lados verticales, todos fabricados

12.

13.

14.

15.

16.

17.
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con concreto, y una tapa superior de acero. Si la unidad de
area de acero cuesta el doble que la correspondiente al con-
creto, determine las dimensiones de la cisterna que mini-
mizan el costo total de construccion.

(Disefio de una cisterna) Repita el ejercicio 11 si la forma
de la cisterna es un cilindro con base y tapas circulares.

(Costo promedio minimo) El costo promedio de fabricar
cierto articulo es

E=5+%+3x2

en donde x es el nimero de articulos producidos. Encuen-

tre el valor minimo de C.

(Modelo de control de inventarios) El costo de la produc-
cién anual de un articulo es

C = 5000 + 80,000,000 N X
X 20

en donde x es el tamafio promedio del lote por serie de pro-
duccion. Encuentre el valor de x que hace minimo a C.

(Costo promedio minimo) El costo de producir x articulos
de cierto producto es

C(x) = 4000 + 3x + 103 (d6lares)

Determine el valor de x que hace del costo promedio por
articulo un minimo.

(Costo promedio minimo) Repita el ejercicio 15 en el caso
de la funcion de costo C(x) = 16,000 + 3x + 10-5x3 (do-
lares).

(Costo marginal y costo promedio minimos) La funcion de
costo para una empresa, esta dada por

C(x) = 300x — 10x2 + x3/3
Calcule la produccion x en la cual
a) el costo marginal es minimo.

b) el costo promedio es minimo.

127



18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.
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(Costo marginal minimo) Una empresa produce mensual-
mente x toneladas de un metal precioso con un costo total
C dado por C(x) = 10 + 75x — 5x? + x3/3 dolares. En-
cuentre el nivel de produccion x donde el costo marginal
alcanza su minimo.

(Ingreso maximo) La funcién de demanda para cierto bien
estd dado por p = 15e~*/3 para 0 < x =< 8, donde p es el
precio por unidad y x el nimero de unidades pedidas. De-
termine el precio p y la cantidad x para los cuales el ingre-
S0 €s maximo.

(Ingreso maximo) Repita el ejercicio 19 para la ley de
demanda p = 10e /32 para 0 < x < 6.

(Utilidad maxima) Una empresa vende todas las unidades
que produce a $4 cada una. El costo total de la empresa C
por producir x unidades esta dado en délares por

C =50 + 1.3x + 0.001x?

a) Escriba la expresion para la utilidad total P como una
funcion de x.

b) Determine el volumen de produccién x de modo que la
utilidad P sea maxima.

c) ¢Cual es el valor de la utilidad maxima?

(Utilidad maxima) Una compafiia advierte que puede ven-
der toda la existencia de cierto producto que elabora a una
tasa de $2 por unidad. Si estima la funcion de costo del
producto como (1000 + % (x/50)2) ddlares por x unidades
producidas:

a) Encuentre una expresion para la utilidad total si se pro-
ducen y venden x unidades.

b) Determine el nimero de unidades producidas que ma-
ximizarian la utilidad.

c) ¢Cual es la cantidad de utilidad maxima?
d) ¢Cual seria la utilidad si se produjeran 6000 unidades?

(Utilidad maxima) En el ejercicio 15, los articulos en
cuestion se venden a $8 cada uno. Encuentre el valor de x
que maximiza la utilidad y calcule la utilidad maxima.

(Utilidad maxima) En el ejercicio 16, cada uno de los ar-
ticulos se vende a $30. Determine el valor de x que maxi-
miza la utilidad y calcule la utilidad méxima.

(Utilidad maxima) Para cierto articulo, la ecuacion de de-
manda es p = 5 — 0.001x. ¢{Qué valor de x maximiza el in-
greso? Si la funcién de costo es C = 2800 + x, encuentre
el valor de x que maximiza la utilidad. Calcule la utilidad
maxima.

26.

27.

28.

29.

30.

(Utilidad maxima) Repita el ejercicio 25 para la ecuacion
de demanda p = 8 — 0.02x y la funcién de costo C = 200
+ 2X.

(Efecto del impuesto en la produccion) La funcion de cos-
to total de una fabrica esta dada por

3
C(x) = 10 + 28x — 5% + X?

y la demanda del producto esta dada por p = 2750 — 5x,
donde p y x denotan el precio en ddlares y la cantidad res-
pectiva se grava con $222 de impuesto por cada unidad
producida, que el fabricante afiade a su costo. Determine el
nivel de produccion (después de creado el impuesto) nece-
sario para maximizar las utilidades. Muestre que la produc-
cion después del impuesto es menor que la produccion
antes del impuesto que maximiza las utilidades.

(Efecto del impuesto en la productividad) Repita el ejerci-
cio 27 para

C(x) =30+ 12x —05x2 y p=60— 2x

donde el impuesto es de $3 por unidad gravada.

(Tamafio del lote econémico) Un material se demanda a
una tasa de 10,000 unidades por afio; el precio del material
es de $2 por unidad; el costo de volver a surtir el almacén
del material por orden, sin importar el tamafio de la orden
(), es de $40 por orden; el costo de almacenar el material
por un afio es del 10% del valor de las existencias prome-
dio (x/2). C es el costo anual de pedir y tener almacenado
el material.

a) Demuestre que
C = 20,000 + 200.000  x
X 10

b) Encuentre el tamafio econdémico del lote.

(Modelo de control de inventarios) Una fabrica tiene que
producir 96,000 unidades de un articulo al afio. El costo del
material es de $2 por unidad y el costo de volver a surtir la
existencia de material por orden sin importar el tamafio x de
la orden es de $25 por orden. El costo de tener almacenado
el material es de 30¢ por articulo por afio sobre las existen-
cias (x/2). Pruebe que el costo total C esta dado por

24400000 3¢

C = 192,000 +
20

Determine también el tamafio del lote econémico (esto es,
el valor de x para el que C es minimo).



31.

32.

33.

34.

35.

36.

*37.

38.

(Modelo de costo de inventarios) Un distribuidor de auto-
moviles vende 100,000 autos al afio y los pide a la fabrica
en lotes de tamafio x. Cuesta $1000 colocar cada pedido y
los costos de almacenaje por automaévil son de $200 al afio.
Calcule el tamafio 6ptimo de cada lote para minimizar la
suma del costo del pedido y el costo de almacenaje.

(Modelo de costo de inventarios) Un fabricante requiere N
de ciertas partes por afio. Cuesta K délares colocar cada pe-
dido de partes nuevas, sin importar el tamafio del pedido y
cuesta | ddlares anuales almacenar cada articulo inventa-
riado. Pruebe que el tamafio de pedido 6ptimo es igual a
V2NK /1. Calcule el costo minimo total del pedido mas el
almacenaje.

(Costo de la tierra) Una compafiia esta buscando un terre-
no rectangular en el cual pueda construir un almacén nuevo.
El area del almacén debe ser 6400 metros cuadrados. Debe
tener en un lado del edificio 40 metros de ancho para la zo-
na de carga y al frente 10 metros de ancho para estaciona-
miento. ¢Cudl es el area minima de terreno que la compafiia
debe buscar?

(Méximo ingreso) Un restaurante especializado en carnes
determina que al precio de $5 por platillo de carne tendran
en promedio 200 clientes por noche, mientras que si lo
vende a $7 el nimero promedio de clientes bajara a 100.
Determine la relacion de demanda suponiendo que es li-
neal. Encuentre el precio que maximiza el ingreso.

(Utilidad y satisfaccion del cliente) Un banco quiere re-
cortar sus costos laborales reduciendo el nimero de sus
cajeros, aunque espera una pérdida de negocios debido al
descontento de los clientes por el tiempo de esperar. Su-
pongamos que el salario de los cajeros es de $80 diarios y
la pérdida de utilidad por tener Gnicamente n cajeros es
5000/(n + 1) délares diarios. Determine el valor de n que
minimiza la suma de sus pérdidas mas el costo del salario.

(Méximo volumen) Se corta un cuadrado de tamafio x de
cada esquina de una cartulina rectangular que mide 12 X
18 pulgadas y las cuatro aristas se doblan para formar una
caja de profundidad x. Encuentre el valor de x que da la ca-
ja de volumen maximo.

(Minima &rea) Se corta un cuadrado de tamafio x de cada
esquina de una cartulina cuadrada de tamafio y Xy, las
cuatro aristas se doblan para formar una caja de profundi-
dad x. Se requiere que la caja tenga un volumen de 128
centimetros cubicos. Encuentre los valores de X y y que mi-
nimizan el area de la cartulina original.

(Forma 6ptima de una lata) Se desea fabricar latas cilin-
dricas con un volumen V dado. Pruebe que la forma de una
lata que minimiza la cantidad de material utilizado (es de-
cir, minimiza el area total de los lados, la base y la tapa),
es tal que el radio es igual a dos veces la altura. (;Por qué
la mayoria de las latas no se hacen asi?).

39.

40.

41.

42.

43.

44,

45.
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(Produccion maxima de madera) Una compafiia forestal
planea desmontar cierta area de pinos después de cierto nu-
mero de afios. EI nimero promedio de pies que se obtienen
por arbol en un periodo dado de tiempo se sabe que es
igual a 50 — 0.5x, en donde x es el nimero de arboles por
acre, con x entre 35 y 80. ;Qué densidad de arboles debe
conservarse para maximizar la cantidad de madera por
acre?

(Produccion de cultivos) La produccion y (en toneladas
por hectarea) de cierto cultivo de trigo esta dada por y =
a(l — e™) + b, donde a, by k son constantes y x es el ni-
mero de kilos de fertilizante por hectarea. La utilidad ge-
nerada por la venta de trigo esta dada por P = py — ¢, —
cx en donde p es la utilidad por tonelada, c es el costo por
kilo de fertilizante y c, es un costo fijo. Determine cuanto
fertilizante debe usarse para maximizar la utilidad P.

(Rendimiento maximo de impuestos sobre las ventas) La
cantidad x de un articulo que puede venderse al mes a un
precio p esta dada por x = 100(5 — p). La cantidad que los
proveedores ofreceran a un precio p, es x = 200(p, — 1).
Si existe un impuesto t por cada articulo (de modo que
p, = p — t), determine la cantidad x que se vende al mes si
el mercado esta en equilibrio. Encuentre el valor de t que
da el méximo impuesto total por mes al gobierno.

(Rendimiento maximo de impuestos sobre las ventas) Re-
pita el ejercicio 41 si la ecuacion de demanda es x =
400(15 — p) y la ecuacion de la oferta es x = 400(2p, — 3).
Calcule el rendimiento mensual del impuesto al gobierno.

(Costos de construccion) El costo de levantar un edificio
con n pisos a menudo puede suponerse que tiene la forma
a + bn + cn?, en donde a, b y c son constantes. (Aqui a re-
presenta costos fijos como costos del terreno, b representa
un costo que es el mismo para cada piso, tales como paredes
interiores, ventanas, recubrimiento de pisos, y cn? represen-
ta costos como elementos estructurales, que se incremen-
tan con el cuadrado del nimero de pisos). Calcule el valor
de n que hace que el costo promedio por piso sea un mini-
mo. Demuestre que cuando el costo del terreno se incre-
menta, este valor 6ptimo de n crece.

(Costos de calefaccion) Un individuo esta planeando aislar
una casa. Actualmente el costo anual de calefaccion es
$3000 pero si se afiaden x pulgadas de aislante el costo se
reducira a 3000e~%x dolares. Por cada pulgada de aislan-
te, el propietario debe pedir $1000 al banco a una tasa de
interés de 10%. ;Cuéntas pulgadas debe afiadir para mini-
mizar el total del costo de calefaccion mas el interés?

(Tiempo dptimo de ventas) Un especulador compra un lote
de vino raro cuyo valor aumenta de acuerdo con la férmu-
laV(t) = S(1 + 0.2t), donde t es el tiempo medido en afios.
Si el vino se vende al cabo de t afios, se deben descontar
los réditos para obtener un valor presente de P(t) =
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V(t)e™, donde r = R/100 y R es la tasa nominal de des-
cuento. ¢A los cuantos afios debe venderse el vino para op-
timizar su valor presente?

(Plaga de plantas) El porcentaje de arboles frutales de una
plantacion que han sido infectados con cierta plaga esta da-
do por

- 100
PO = 1 5oeon

donde t es el tiempo en dias. Calcule el tiempo en el cual
P’(t) es maximo. ;Qué significa este tiempo?

(Disefio de un granero) Se va a construir un granero con
la forma de un cilindro vertical con un techo semiesférico.
El granero debe ser capaz de contener 10,000 pies ctbicos
de grano. (Suponga que el grano se guarda Unicamente en
la parte cilindrica y no en el techo). El techo semiesférico
cuesta el doble por unidad de area que la parte cilindrica.
¢Qué dimensiones debe tener el granero para minimizar el
costo total?

————

(Viajes de grupos) Un agente de viajes ofrece un plan de
vacaciones a grupos sobre las siguientes bases: para grupos
de tamafio hasta 50, la tarifa es de $400 por persona, mien-
tras que en el caso de grupos mas grandes, la tarifa por per-
sona se reduce en $2 por cada viajero que exceda a 50. De-
termine el tamafio del grupo que maximice el ingreso del
agente de viajes.

(Ingreso y utilidad maximas) Un fabricante fija el precio
de un producto en $10 cada uno para 6rdenes menores de
200 unidades y ofrece una reduccion en el precio de 2¢ por

50.

5L

52.

53.

54.

cada articulo ordenado que exceda a 200; la reduccion se
aplica a la orden completa. Calcule el tamafio de la orden
que maximiza el ingreso del fabricante. Si el costo de pro-
duccién de cada articulo es de $5, determine el tamafio de
la orden que maximiza la utilidad del fabricante. ;Como se
modifica este Gltimo resultado si los costos del fabricante
se incrementan a $7 por articulo?

(Costo de instalacién de una linea telefonica) Se desea
construir una linea telefonica entre dos torres A y B situa-
das en orillas opuestas de un rio. El ancho del rio es de 1
kilometro, y B esta situada 2 kilémetros rio abajo de A.
Tiene un costo de $c por kildmetro tender una linea sobre
tierra y de $2c por kilémetro abajo del agua. La linea tele-
fonica seguira la orilla del rio a partir de A una distancia x
(en kilémetros) y luego cruzara diagonalmente el rio en li-
nea recta directamente hasta B. Determine el valor de x que
minimiza el costo total.

(Refineria costera) Una compafiia de petréleo requiere un
oleoducto de una torre de perforacion situada mar adentro
a una refineria que se construye en la costa cercana. La
distancia de la torre de perforacion al punto mas cercano P
sobre la costa es de 20 kilometros y la distancia a lo largo
de la costa de P a la refineria es de 50 kilémetros. A partir de
la refineria, el oleoducto recorrerd una distancia x a lo lar-
go de la costa, después seguira una linea recta hasta la torre
de perforacion. El costo por kilémetro de oleoducto bajo el
agua es de tres veces el correspondiente a la seccion sobre
tierra. Encuentre el valor de x que minimiza el costo total
del oleoducto.

(Epidemia) En el transcurso de una epidemia, la proporcion
de poblacién infectada después de un tiempo t es igual a

t2
51 + t?)?
(t esta medido en meses, y la epidemia empieza en t = 0).
Encuentre la maxima proporcion de poblacién que llega a

infectarse, asi como el tiempo en el cual la proporcion de
individuos infectados crece mas rapidamente.

(Reaccion a una droga) La reaccion a dos drogas como
funcion del tiempo (medido en horas) esta dada por

R() =tet, Ry =te 2’
¢Qué droga tiene la reaccién maxima mayor?

(Reaccion a una droga) La reaccion a una droga en el
tiempo t después de haber sido administrada esta dada por
R(t) = t2e~t ¢En qué momento la reaccién es maxima?



H 3-6 MAXIMOS Y MINIMOS ABSOLUTOS

@ 22, Por inspeccion de las si-
guientes graficas, proporcione los
valores de x en los que cada fun-
cién toma sus valores maximo ab-
soluto y minimo absoluto en el in-
tervalo dado.

a)
o4

of---
(9}

Q

N\

[T} [,

<Y

Respuesta a) Maximo absoluto c,
minimo absoluto d.

b) Méximo absoluto en d,
minimo absoluto en a 'y en c.

@ 23, Determine los valores ma-
Ximo absoluto y minimo absoluto
de las siguientes funciones en los
intervalos dados:

a) f(x) =3+ 4x—x%en [0, 3];

b) f(x) =x3-12x + 5en

[_Sv 4]

Respuesta a) Maximo absoluto
7 en X = 2, minimo absoluto 3 en
x=0

b) maximo absoluto 21 en
X=—-2yXx=4,

minimo absoluto —11 en x = 2

En algunos problemas, ocurre que la variable independiente x se restringe a algin
intervalo de valores, digamos a = x = b, y necesitamos encontrar el valor maximo
0 minimo de una funcion f(x) sobre este conjunto de valores de x. De hecho, la ma-
yoria de nuestros problemas de la Gltima seccion eran de este tipo, si bien no enfa-
tizamos esto alli. Por ejemplo, si x es el nivel de produccidén de alguna empresa, x
esta restringida al intervalo x = 0 y nos interesa el valor maximo de la funcién de
utilidad en este intervalo. Cualquier maximo local que pueda ocurrir en algun valor
negativo de x no tiene importancia. Esta restriccion sobre x no afecta ninguno de los
resultados que hemos obtenido, pero surgen casos en que restricciones similares pue-
den afectar las conclusiones con respecto al 6ptimo.

DEFINICION El valor maximo absoluto de f(x) sobre un intervalo a = x < b de
su dominio es el valor mas grande de f(x) cuando x asume todos los valores entre a
y b. De manera similar, el valor minimo absoluto de f(x) es el valor mas pequefio
de f(x) a medida que x variaentre ay b.

Es evidente que si f(x) es continua en a =< x < b, el punto en que f(x) alcan-
za su maximo absoluto debe ser un maximo local de f(x) o uno de los puntos extre-
mos a 0 b. Una proposicion similar es valida en el caso del minimo absoluto. Con
el objetivo de encontrar los valores maximos o minimos absolutos de f(x) sobre a
= x = b, s6lo tenemos que seleccionar los valores mas grande y méas pequefio en-
tre los valores de f(x) en los puntos criticos situados en a =< x < b y en los puntos
extremos a 'y b. Esto se ilustra en el ejemplo 1. @ 22

EJEMPLO 1 Determine los valores maximo y minimo absolutos de

fX)=1+12x—x enl=x=3

Solucion Tenemos que f'(x) = 12 — 3x?

Puesto que f’(x) esta definida para toda x, los puntos criticos de f estan da-
dos por f'(x) = 0 0 x> = 4; esto es, x = *2. Pero x = —2 no esta dentro del inter-
valo 1 = x = 3. Asi, solo consideremos el punto critico x = 2, méas los puntos ex-
tremos x = 1y x = 3. Los valores de f(x) en estos puntos son

f=1+12-1=12
fQ =1+24—8=17
f3) =1+ 36— 27 =10

En consecuencia, el valor maximo absoluto de f(x) es 17, que ocurreen x = 2, y el
minimo absoluto es 10, que coincide con el punto extremo x = 3. La graficadey =
1 + 12x — x® aparece en la figura 28. Dentro del intervalo 1 = x = 3, la gréfica tie-
ne un solo maximo local en x = 2. El valor minimo absoluto coincide con el punto
extremox = 3. @ 23
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FIGURA 28

EJEMPLO 2 (Costo minimo) Tiene que construirse una cisterna subterranea con la
finalidad de albergar 100 pies cubicos de desechos radiactivos. La cisterna tendra
forma cilindrica. La base circular y la cara lateral, todos bajo tierra, tienen un costo
de $100 por pie cuadrado y la tapa, al nivel del suelo tiene un costo de $300 por pie
cuadrado debido a la necesidad de proteccién. Mas aun, la profundidad del tanque
no puede exceder los 6 pies porque una capa de dura roca esta por debajo de la su-
perficie, lo que incrementaria el costo de la excavacién enormemente si se penetrara.
Por Gltimo, el radio del tanque no puede exceder 4 pies por limitaciones de espacio.
¢Qué dimensiones del tanque hacen del costo un minimo?

Soluciéon Sea el radio de r pies y la profundidad de x pies. (Véase la figura 29). Se
sigue que el volumen es 72X, que debe ser igual a los 100 pies clbicos requeridos:

r2x = 100 1)

El area de la cara vertical es 27rx y la correspondiente a la base es 71?2, y todas és-
tas tienen un costo de $100 por pie cuadrado. De modo que

Costo (en délares) de la base y la cara lateral = (27rx + 712)(100)

T

FIGURA 29
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@ 24, Vuelva a resolver el
ejemplo 2, si el costo de la tapa
es $100 por pie cuadrado.

Respuesta r = 2.515, x = 5.031

La tapa cuesta (712)(300) dolares. Por consiguiente, el costo total C (en délares) es
C = 2mrx + #r?)(100) + (#r?)(300) = 2007rx + 4007712
Pero por la ecuacion (1), x = 100/ #r?, de modo que sustituyendo x encontramos que

C= —20’?00 + 400712

Con el objetivo de encontrar el valor minimo de C hacemos dC /dr = 0y despejamos r.

dc _ _ 20,000 + 8007 =0
dr r?
8007 = —20’200
r
,_ 20,000 25
3 = s
807 T
Por tanto, r = V 25/ = 2.00
El valor correspondiente de x es
100 100
=—=—==7096
@r?  m(2.00)?

Por tanto, las dimensiones que corresponden a la construccion mas barata son
un radio de 2 pies y una profundidad de 7.96 pies. Sin embargo, no teniamos per-
mitido un valor de x que excediera los 6 pies. De modo que si bien el valor x = 7.96
da el costo minimo de C, no ofrece la solucién al problema tal como se planteo.

Calculemos el intervalo de valores permisibles de r. EI mayor valor de r esta
dado como 4. EI méas pequefio ocurre cuando la profundidad es la mayor, esto es,
cuando x = 6. En ese caso, r? = 100/mx = 100/6r, asi

r=V100/67 ~ 2.30

Por lo que r esta restringida al intervalo 2.30 = r = 4
Dentro de este intervalo, C no tiene puntos criticos, asi que s6lo necesitamos
evaluarla en los puntos finales del intervalo:

c(2.30) = 2299 | 4007 (2302 ~ 15,300
2.30
C(4) = 20’200 + 4007(4)% ~ 25,100

Por tanto, el valor minimo absoluto de C es $15,300 y ocurre cuando r = 2.30 (es-
to es, cuando x = 6). La gréfica de C como una funcién de r se muestra en la figu-
ra30. @ 24
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20,000 |-
B X
(2.3, 15743)
10,000 |-
230<T< 4—\
| | | Ly
0 1 2 3 4 5r

FIGURA 30

Resumen del método para encontrar extremos absolutos

Suponga que queremos el méaximo absoluto y/o el minimo absoluto de f(x) en
el intervaloa = x < b.

Paso 1. Determine los puntos criticos de f 'y rechace aquellos (si hay algu-
no) que esté fuera del intervaloa = x < b.

Paso 2. Evalle la funcion dada f en los puntos criticos encontrados en el
paso 1y en los puntos extremos del intervalo ay b.

Paso 3. Entonces, el mas grande y el mas pequefio de los valores de f de-
terminados en el paso 2 son, respectivamente, los valores maximo y minimo
absolutos de fena =x = b.

I :):rcicios 3-6

(1-14) Determine los extremos absolutos de las siguientes fun- x-Dx-3).
ciones en los intervalos indicados. 6. f(x) = X2 poz=x=2
LfX)=x2—6x+7, 1=x=6 7.f(x)=()(l))(#; l=x=2

2.f)=9+6x—x% 1=x=5

8. fX) =x+1/x;, —2=x=-1
3 fX)=x—=75x+1 —-1=x=6 F() / 1
4. fX)=x2—3x+4, -2=x=2 9. fx) =xe L=x=2

5. f(x) =x3—18x2 + 60x; —-1=x=5 10. f(x) = x2%e%  —2=x=2
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11.
12.
*13.
14.
15.

16.

17.

18.

f)=x—1Inx; el=x=e
fX)=x1linx, +=x=10
fX)=xInx; 0<x=09
fX)=(2x+ e 0=x<o0

(Contaminacion del agua) Al depositarse en un lago, los
desperdicios organicos disminuyen el contenido de oxige-
no del agua. Si t denota el tiempo en dias después que se
deposita el desperdicio, en un caso se encuentra experimen-
talmente que el contenido de oxigeno es

y = £ — 308 + 6000

con 0 =t = 25. Encuentre los valores maximo y minimo
de y durante los primeros 25 dias siguientes al vaciado del
desperdicio.

(Costo promedio minimo) La funcion de costo de un fabri-
cante es

C(x) = 1000 + 5x + 0.1x?

cuando se producen x articulos por dia. Si a lo mas 80 ar-
ticulos pueden producirse por dia, determine el valor de x
que da el costo promedio mas bajo por articulo.

(Ingreso y utilidad maximos) El costo de producir x articu-
los por semana es

C(x) = 1000 + 6x — 0.003x2 + 10-5x3
pero no mas de 3000 articulos pueden producirse por sema-
na. Si la ecuacion de demanda es
p = 12 — 0.0015x
encuentre el nivel de produccién que maximiza el ingreso
y el nivel que maximiza la utilidad.

(Decisiones sobre produccion) La funcion de costo en mi-
les de dolares es

C(X) =2+ x — x2 + 4x3

en donde el nivel de produccion x esta en miles de uni-
dades por semana. La planta productiva disponible limita a
x al rango 0 = x = 4. Si cada articulo producido puede
venderse en $2.50, determine el nivel de produccion que
maximiza.

a) Elingreso. b) La utilidad.

¢Como cambian sus conclusiones si la planta productiva se
incremento a x = 8 con la misma funcion de costo?

19

20.

21.

22.

23.

24,

*25.

. (Decisiones sobre produccién) La ecuacién de demanda

del producto de una compafiia es p = 200 — 1.5x, en don-
de x unidades pueden venderse a un precio de $p cada una.
Si le cuesta a la compaiiia (500 + 65x) dolares producir x
unidades por semana. ;,Cuéntas unidades deberia producir y
vender la compafiia cada semana con el objetivo de maxi-
mizar la utilidad, si la capacidad de produccion es a lo mas:

a) de 60 unidades? b) de 40 unidades?

(Tiempo minimo de reaccién) En una prueba hecha a pilo-
tos aviadores sobre la velocidad de reaccion en una crisis
simulada, se encontré que el tiempo total requerido para
reaccionar a la crisis variaba con la edad x del piloto de
acuerdo con la féormula T = 0.04(1700 — 80x + x2)1/2 so-
bre un rango de edad 30 = x = 55. Dentro de este rango,
¢a qué edad es el tiempo minimo de reaccion?

(Disefio de deposito) Una compafiia fabrica depositos de
agua con capacidad de 50 pies cubicos. La base debe ser
cuadrada. Debido a las limitaciones de almacenaje y trans-
porte, el tamafio de la base y la altura no deben exceder de
5 pies. Encuentre las dimensiones que minimizan la canti-
dad de material utilizado (que minimizan el &rea de la su-
perficie).

(Disefio de depdsito) Repita el ejercicio 21 para el caso de
un deposito con base circular cuyo didmetro no debe exce-
der 5 pies.

(Modelo de costo de inventarios) Un minorista en compu-
tadoras vende 30,000 modelos personales anualmente. El
costo de cada nuevo pedido es de $1200 sin importar su ta-
mafio y el costo de almacenaje de cada computadora es de
$2 anuales. Mas aln, solamente se pueden almacenar 5000
computadoras a la vez. ;Cuantas veces al afio debe reorde-
nar para minimizar su costo total?

(Fotosintesis) Si una planta recibe una luz de intensidad x,
la razén de fotosintesis y, medida en unidades adecuadas, se
encontr6 experimentalmente que estaba dada por y = 150x
— 25x?para 0 = x = 5. Encuentre los valores maximo y
minimo de y cuando x pertenece al intervalo 1 = x < 5.

(Medida de poblacién) EIl tamafio de cierta poblacion de
bacterias en el tiempo t (en horas) esta dado pory = a (1 +
1 eY~1, donde a es una constante. Un biélogo planea obser-
var a la poblacion durante un periodo de dos horas desde
t=0at = 2.;Cudles seran la mayor y menor razon de cre-
cimiento que observara?
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m 3-7 ASINTOTAS

En la primera parte de esta seccion estaremos interesados en la forma en que cier-
tas funciones se comportan cuando sus argumentos toman valores muy grandes o
decrecen a valores negativos muy grandes.

Considere, por ejemplo, f(x) = 1/x. Una tabla de valores de esta funcion pa-
rax = 1, 10, 100, 1000, etc., se da en la tabla 7. A partir de estos valores es claro
gue a medida que x se incrementa, f(X) se acerca cada vez més a cero. Este compor-
tamiento también se aprecia en la gréfica de y = 1/x en la figura 31. Usaremos la
notacion x — oo (que se lee como “x tiende a infinito™) con la finalidad de indicar
que x crece sin cota alguna. EI hecho de que 1/x esté cada vez méas cerca de cero
cuando X — oo Se expresa, entonces, en la forma de un limite:

.1
lim < =0
X — 00 X
TABLA 7
X 1 10 100 1000 10,000
£X) 1 0.1 0.01 0.001 0.0001

FIGURA 31

Como un segundo ejemplo consideremos la funcion
2x—1

e =

Los valores de esta funcidn para un conjunto de valores de x se dan en la tabla 8. Es
claro que a medida que x se incrementa, f(x) esta cada vez mas cerca de 2. Esto tam-
bién se observa en la gréfica de y = (2x — 1)/x de la figura 32. Al incrementarse X,
la gréfica se acerca cada vez mas a la linea horizontal y = 2. Usando la notacidn de
limite, escribimos

, o 2x—1
lim =

X300 X

2
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@ 25. Calculando algunos
valores, como en la tablas 7 y 8,
determine

P . 33X+ 1

lim y lim

xoeo X+ 1 Yoo

Respuesta 0y 3

TABLA 8

X 1 10 100 1000 10,000

fx) 1 1.9 1.99 1.999 1.9999

AY

FIGURA 32

Empleamos la notacion x — —oo con el objetivo de indicar que x se hace in-
definidamente grande en magnitud a través de valores negativos. Esto se lee “x tien-
de a menos infinito”. La definicion formal de la notacion de limite es como sigue.

DEFINICION Una funcién £(x) tiende al valor limite L cuando x — oo si el valor

de f(x) puede hacerse tan cercano a L tanto como se desee, simplemente tomando x
lo bastante grande. Escribimos

limf(x) =L
X—00
DEFINICION Una funcién £(x) tiende al valor limite L cuando x — oo si el valor

de f(x) puede aproximarse a L tanto como se desee tomando a x como un ndmero
negativo lo suficientemente grande en valor absoluto. Escribimos

limf(x) =L @ 25
X—00
Como hemos visto, la funcién 1/x tiende al limite cero cuando x — oco. Esta

funcién también se aproxima al mismo limite cuando X — oo. Estos resultados se
generalizan a potencias reciprocas.

TEOREMA 1

.1
lim— = 0 paratodan >0
xs00 X1

1 1
lim — = 0 para toda n > 0, con tal de que o esté definido parax < 0

X—00
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@& 26. Evalle:

1
a) lim =~
X

X——oo
Vx

b) lim e/,

) lim /x

X
c) lim@2+——)
X——o0 X

Respuesta a) 0
b) no existe
c) 2

@& 27. Evalle:

a) lim 2X—1
xo—e 1 — X
2x — X2
b) Ii
) lim 5
2X + 3x2

¢) lim

o 2X2 — X — 1

Respuesta a) -2

b) L

3

3
C)E

EJEMPLO 1
lim1/x =0, Iim1/Vx=0, limx43=0

X—00 X—00 X—00

Notese que los limites como lim 1/W no existen porque Vx no esta definida
cuandox < 0. @ 26 o

EJEMPLO 2 Calcule lim f(x) para las siguientes funciones:
X—>—00

2
D 0=
b) 109 = x)3(131>x

Soluciéon A fin de calcular el valor limite de tales funciones racionales la regla ge-
neral es dividir numerador y denominador entre la mas alta potencia de x en el de-
nominador y luego se usa el teorema 1.

a) Divida entre x2

2+ 2

o (@X2+2)+=x2 X2

X) = -
% 02 + X + 3) + X2 1+£+%
X X

Cuando x — oo, todas las potencias reciprocas se aproximan a cero, y

2+0

1= 070"

Esto es, lim f(x) = 2
X—00

b) Divida entre x3

Asi, lim f(x) =0 @ 27
X—00

EJEMPLO 3 (Utilidad y publicidad) De acuerdo con la estimacion de una empre-
sa, la utilidad P por la venta de su nuevo producto esta relacionada con el gasto pu-
blicitario x mediante la formula

23x + 15
P _—
) X+ 4

donde P y x estdn ambas en millones de dolares. a) Pruebe que P(x) es una funcién
creciente de x. b) Encuentre, si existe, el limite superior de la utilidad.
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Solucion

a) Tenemos que

23x + 15
P(X) = ————
) X+ 4
Por la regla del cociente tenemos que
vy (X +4)(23) — (23x +15)(1) 77
P'(x) = =
(x + 4)2 (x + 4)2

Como P’(x) > 0 para toda x > 0, P(x) es una funcidn creciente de x, esto es, la uti-
lidad crece al crecer la cantidad gastada en publicidad.

. . 23x+15 . (23x + 15)/x
b) lim P(x) = Iim—— = lim ————
) xLoo (X) XLoo + 4 Xl~x>o (X + 4)/X

+ +
23 +15/x _23+0 _ .

=M= T 110

Entonces el limite superior de la utilidad es $23 millones. La gréfica de P(x) se
muestra en la figura 33. De la grafica se sigue, que después de un tiempo, grandes
incrementos en los gastos de publicidad (x) produciran incrementos muy pequefios
en las utilidades. Este es un ejemplo de lo que se conoce como la ley de disminu-
cion del ingreso.

23 | -mmm e

3.75

FIGURA 33

Si f(x) — L cuando x — oo, entonces la gréfica de y = f(x) se hace cada vez
mas proxima a la rectay = L cuando x se mueve hacia la derecha. Decimos que la
rectay = L es una asintota horizontal de la grafica en +oo.

Si la grafica de y = f(x) tiene y = L como una asintota horizontal en +oo, la
gréafica puede estar completamente de un lado de la recta y = L, o puede cruzar a
la asintota cuando x aumenta. Ejemplos comunes se muestran en la figura 34.

De forma similar, si f(x) — L' cuando x — —oo, entonces la grafica dey =
f(x) se hace cada vez mas cercana a la recta horizontal y = L’ cuando x se mueve
hacia la izquierda. Esta recta es una asintota horizontal de la gréafica en —cc.

EJEMPLO 4 Bosqueje la grafica de la funciony = e~
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AY AY

FIGURA 34

Solucion  En primer término, seguimos los pasos descritos en la seccion 3-2.

Paso 1 Tenemos las siguientes igualdades:

f00 =e

f'x) = —2xe™? (por la regla de la cadena)

El factor e~ nunca es cero, de modo que f'(x) = 0 s6lo cuando x = 0. En este va-
lory = e = I; es decir, la grafica tiene una tangente horizontal en el punto (0, 1) al
mismo tiempo que corta al eje y.

Puesto que e siempre es positivo, advertimos que cuando x < 0, f'(x) > 0,
de modo que la grafica es creciente si x < 0. Por otro lado, cuando x > 0, f'(x) <
0y la gréfica decrece.

Paso 2 Usamos la regla del producto y derivamos por segunda vez:
" d —x2 2
f'(x) = —Za(xe ) = 2(2x2 — 1)e*

Los puntos de inflexion, en donde f”(x) = 0, estan dados por 2x2 — 1 = 0, esto es,
X = tl/\/i.

Los valores correspondientes de y sony = e+ ¥V2° = ¢-05_De modo que
los puntos de inflexién son (il/\@, e79%) = (%0.71, 0.61). La segunda derivada
cambia de signo en estos puntos de inflexion. El factor e siempre es positivo, por
lo que el signo de f"(x) es el mismo que el de 2x? — I. Cuando x < —1/\/5, X2 >
1 de modo que 2x2 — 1 > 0. Asf que, f”(x) > 0 en esta region y la grafica es con-
cava hacia arriba. Si —1/\@ <x<1/V2,x* <% demodoque2x2 —1<0.En
consecuencia, f”(x) < 0 en esta region y la grafica es concava hacia abajo. Por ul-
timo, cuando x > 1/\@, X2 >1y2x?2 — 1> 0.Asi que, de nuevo f"(x) >0y la
gréafica es concava hacia arriba.

Paso 3 Ya habiamos encontrado el punto (0, 1) en donde la grafica corta al
eje y. La grafica nunca corta al eje x porque e ™ siempre es positivo.

Paso 4 Ahora un nuevo paso: examinemos el comportamiento cuando x —
*+oo. En cualquiera de los dos casos, el exponente —x? se hace indefinidamente
grande y negativo. Por consiguiente, e ™ se acerca cada vez mas a cero. De modo
que la gréfica tiene al eje x (y = 0) como asintota horizontal tanto si x — co como
Si X — —o0.
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@ 28. Para la funcion

= ———, determine
y 1+ x2

a) los intervalos en donde es cre-
ciente y en donde es decreciente;
b) los intervalos en donde es
concava hacia arriba y en donde
es concava hacia abajo;

c) los puntos de interseccion

con los ejes de coordenadas;

d) la asintota horizontal.

Respuesta a) Crece para x < 0,
decrece parax >0

b) Céncava hacia arriba para

X < —1/\/§yx > 1/\/%
concava hacia abajo para

—1/\/§ <x< 1/\/5

c¢) corta al eje y en (0, 1), no cruza
al eje x

d) y = 0. (La gréfica tiene forma
similar a la de la figura 35).

Integrando toda la informacion podemos dibujar un bosquejo razonablemen-
te preciso como se advierte en la figura 35. La grafica esta relacionada a la familiar
“curva con forma de campana” de la teoria de probabilidad. @ 28

Ay

Codncavo hacia
abajo

Céncavo hacia
arriba y — 0 cuando
X — x

y — 0 cuando
X— —o

-1 0.71 0 -071 1 2

FIGURA 35

Asintotas verticales

Consideremos el comportamiento de la funciény = 1/x cuando x tiende a 0. Si x se
hace méas y mas pequefia, su reciproco se hace cada vez mas grande, como se obser-
va en la sucesion de valores de la tabla 9. Esta peculiaridad se advierte en la gréafi-
cadey = 1/x dado que la grafica alcanza valores arbitrariamente grandes a medi-
da que x decrece hacia 0. (\VVéase la figura 36). Denotamos esto como

1
Iim = =00
x=0t X
TABLA 9
X 1 0.1 0.01 0.001
y = % 1 10 100 1000
AY
x— 0t
= 0 X
X—0"
Y
FIGURA 36
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@ 29. Determine lim f(x) y lim
X—=C—

X—C—
f(x) para las siguientes funciones
con la c dada:

a) f(x)=%, c=0

b) f(x)=xf2, c=2

0) £(x) :ﬁ, c=-2

B 109 =3

c=1

Respuesta  a) oo, co
b) —oo, co

C) 0o, —00

d) —oo0, —00

Debe sefialarse que esta notacion solo representa una convencion, y que no

implica la existencia de lim (1/x) en el sentido ordinario de limite. No significa otra
x—0+

cosa que si x se aproxima a cero por la derecha, la funcion 1/x crece sin cota alguna.

Cuando x se acerca a cero por la izquierda, los valores de 1/x se hacen cada
vez mas grandes en la direccion negativa, como se ilustra en la tabla 10. Esto se de-
nota como

que indica que al aproximarse x a 0 por la izquierda, la funcién 1/x decrece sin co-
ta alguna.

TABLA 10

X -1 —0.1 —0.01 —0.001
-1 —10 —100 —1000

x|

La linea x = 0 se denomina una asintota vertical de la graficay = 1/x. La
grafica se aproxima a la asintota vertical cada vez mas, y se hace indefinidamente
grande, cuando x tiende a 0. Esto se asemeja con la lineay = 0 (el eje x) que es una
asintota horizontal de la grafica. La asintota horizontal se obtiene del limite cuando
X se aproximaa = oo: lim 1/x = 0. La asintota vertical se obtiene al variar x de mo-

X—+oo

do queytiendaa * co. @ 29
EJEMPLO 5 Determine las asintotas horizontales y verticales de la funcion

2X — 9
X—2

y bosqueje su grafica.

Solucion Antes que todo, observamos que podemos dividir numerador y denomi-
nador entre x y escribir

_xX=9 _279/X (270 5 andox s +
x=2 1-2/x 1-0 o

Por tanto, la gréafica de la funcion dada se aproxima a la linea y = 2 como su asin-
tota horizontal tanto cuando x — + oo como si X — —oo.

El dominio de la funcién dada es el conjunto de todos los nimeros reales ex-
cepto x = 2. Cuando x tiende a 2, el denominador x — 2 tiende a cero y asi y se ha-
ce muy grande. La linea x = 2 debe ser en consecuencia una asintota vertical.

Para completar el bosquejo de la gréafica, debemos decidir en qué lados de las
asintotas se encuentra la grafica. Cuando x — 2% (x tiende a 2 por la derecha), el
factor 2x — 9 del numerador se aproxima al limite —5. EI denominador x — 2 tiende
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@ 30. Haga un bosquejo
de la gréafica de la funcién
2X
Xx+1

Respuesta

a cero a través de valores positivos. Por consiguiente, y se hace muy grande y negati-
va, dado que su numerador es negativo y su denominador pequefio pero positivo.

Por otro lado, cuando x — 2~ (x tiende a 2 por la izquierda) el numerador aun
se aproxima al limite —5, pero el denominador es pequefio y negativo. Por tanto,
y se hace grande y positivo. En consecuencia, concluimos que

y — —ococuandox > 2% 'y y— + ococuando X — 2~

Podemos asi, colocar la grafica en relacion con la asintota vertical x = 2. (Véase la
figura 37). Las porciones de la gréfica entre las asintotas pueden ahora determinar-
se. Al hacer esto, es (til determinar en donde corta a los ejes de coordenadas la gra-
fica. Notemos que cuando x = 0, y = 3, de modo que la gréfica corta al eje y en el
punto (0, 3). Con el objetivo de encontrar dénde la gréfica corta al eje x, debemos
hacer y = 0, lo cual significa que 2x — 9 = 0, 0 x = 3; el cruce ocurre en (3, 0). Es-
tos dos puntos se advierten en la figura 37. @ 30

AY

FIGURA 37

EJEMPLO 6 Para un fabricante, la funcion de costos para producir x millares de ar-
ticulos por semana, en ddlares, esta dada por

C = 3000 + 2000x
Si E(x) denota el costo promedio por articulo, bosqueje la grafica de C como una
funcién de x.

Solucion EIl naimero de articulos producidos es 1000x, de modo que su costo pro-
medio es

_ C() 3000 +2000x 3
= = ==+
€t = To00x 1000x x T2

Solo estamos interesados en la region x > 0. Conforme x — 0 por la derecha
(por arriba), el primer término, 3/x, se vuelve no acotado y positivo; esto es C(x) —
+oo cuando x — 0*. Por tanto, la grafica tiene una asintota vertical en x = 0.
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__ Conforme x se vuelve grande, el término 3/x se aproxima a cero, de modo que
C(x) — 2 cuando x — oo. Asi la recta C = 2 es una asintota horizontal.
Diferenciando, obtenemos

C'(x) = —% <0 paratodax
_// J— i
C'(x) = +33 >0 paratodax >0

Por consiguiente C es una funcién decreciente para toda x y su grafica es concava
hacia arriba para toda x > 0.

La grafica se muestra en la figura 38. Para ubicar mejor a la grafica hemos calcu-
lado explicitamente dos puntos en ella, a saber, cuando x =1, C =5y cuando x = 3,
CcC=3

Ac
6 -
(1, 5)
4 —
i (3.3
2 -
c=2
. | . | L
2 4 6 X
FIGURA 38

Resumen de los métodos para determinar asintotas:
Supongamos que queremos las asintotas de y = f(x).

1. Asintotas verticales. Determine los valores de x para los cuales el denomina-
dor de cualquier fraccion que aparezca en f(x) se haga cero pero que el nume-
rador no se haga cero. Si a es uno de tales valores, entonces la recta x = a es
una asintota vertical.

2. Asintotas horizontales. Determine lim f(x) y lim f(x). Si estos limites exis-
X—o0 X—>—o0

teny son iguales a b y ¢, respectivamente, entonces y = b es una asintota hori-
zontal en +ooy y = ¢ es una asintota horizontal en —cc.

Observacién Una funcién polinomial no tiene asintotas verticales ni horizon-
tales.
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I ccrCicios 37

(1-36) Evalue, si existen, los siguientes limites.

1. lim (1 — E)
X—00 X
, +

3. lim x+1

X200 2X — 3

im 5—2x
Ty X+ 7

X2+ 2x+ 4
.X~>oo X2+ 1

9. lim
X—=>—00 3X2 + 4

10, lim Y247
.XLOO Vx +1

— 2

12. lim 1
xo-00 4 + X3

2
14, lim 223
X=—0 X - 2

X+ 1
16. lim ———
X500 (2X + 3)2

1
18. lim ————
8 ><~I>r;noc (X2 + 1)3

1
20. lim —/—
lim 73—

2x2
22. lim -
o (X 2% + 3)

wg3, 1im 221
XLTO X+ 1

25. lim (1 + 2e7)

X—00

07 i 2+ 3
' erE 3e>< -1

N . 3e*+4
29. lim 551

31. lim (5 + L)
X300 In x

5+ 3x — 2x2

2. Xurgo (3 + %)

4 lim g

6. Im 3o

8. lim 25

1

L2t

. i

17. xu[nm%

19. Iim !
o V1 + x

21.

*24.

26.

28.

30.

*32.

. X2
lim (x — )
X—00 X+1

lim
¥o—00 2Xx+5

lim (3 + 4e¥)

X——00

I 2+ 3
x_@m e+ 1

o 3e X+ 4
M 2e>—1
lim 3+ 1Inx
oo 2 Inx —1

3+ |x—2|

5—-2Inx

*33. lim —— 34. lim
xo0 2+ 31InX X—00
35. lim e~ Il *36. |im
X——00 x—00

e*‘XI

2+ 3¢

3+ 2eX

(37-46) Evalle a) Il’rq f(x) y b) lim f(x) en el caso de las si-
X—=C X—=C™

guientes funciones f(x) y puntos c.

37.f(x):Xi2, c=2
38.f(x):X+1, c=-1
1
39. f(X) = m, c=2
40. f(X) = ﬁ, c=—-2
1
41. f(X) = ;’ c=0
X
42. f(x) = X+ )7 c=-1
43.f(x):Xj:1, c=-1
44. f(x) = x\fl' c=-1
45. f(x) = 7”;2:11 c=1
46. f(x) = %_ZXZ, c=2

(47-66) Encuentre las asintotas horizontales y verticales de las

siguientes curvas y dibuje sus graficas.

1

47.y = 48, y =
y Y —1 y
Xx+1
49,y = 50.y=
y Y — 2 y
2X+ 1
5l.y = —
y Xx+1
X2+ 1
53.y= 2 54. y =
SECCION 3-7

—2

52, y=2X"2
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_x-1 X 71. (Dosificacién de drogas) La siguiente férmula es utilizada
Sy = ¥+ 1 56.y = 2 + 1 algunas veces para calcular la dosis de una droga que se
@41 @2 dard a un nifio de edad t.
*57.y = *58. Yy = ——————
] Y= +2 vt = Dt
— _ t+c
59. y =1Inx 60.y—|n|x|
_ _ 9 _ donde D es la dosis de un adulto y ¢ > 0 es una constante.
61y In X 62.y=2~lInx ¢Cudles son las asintotas horizontales y verticales de esta
63.y =e X 64. y = xe~x funcion? Dibuje la gréafica en los siguientes dos casos:
65 y=e—x *66.y — el a) c=10 b) ¢ =15
X 72. (Curva de transformacion de productos) (Véase p. 199)

67.

(Epidemias) Durante una epidemia de influenza, el por-
centaje de la poblacion de Montreal que ha sido infectada
en el tiempo t (medido en dias desde el inicio de la epide-
mia) esta dado por

200t
(€ + 100)

Encuentre el tiempo en el cual p(t) es maximo y dibuje la
grafica de p(t).

p() =

Una compafiia automotriz puede usar su planta para fabricar
tanto automdviles compactos como grandes 0 ambos. Si x
y y son el nimero de automéviles compactos y grandes que
se producen (en cientos por dia), entonces la relacién de
transformacion de produccion es xy + 2x + 3y = 6. Ex-
prese y como una funcién de x, encuentre las asintotas ho-
rizontales y verticales y dibuje su grafica.

(73-76) (Funciones de costo promedio) Para las funciones de
costo siguientes C(x), bosqueje las gréaficas de las funciones

de costo promedio correspondientes C(x) = C(X) /X.

68. (Consumo de combustible) Una empresa de camiones de
carga encuentra que a una velocidad de v kilometros por 73. C(X) = 2 + 3x 74. C(X) = 3 + x
hora, sus camiones consumen combustible a razon de (25
+ 0.2v + 0.01 A) litros por hora. Construya la funcién 75.C(x) =2 + x — %xz + ﬁ X3

69.

70.

C(v) que da el nimero de litros consumidos por kilémetro
a una velocidad v. Haga la gréafica de la funcién y calcule
la velocidad en la cual es minima.

(Produccion petrolifera) La razén de producir petréleo de
un manto nuevo crece inicialmente y después disminuye
conforme baja la reserva. En un caso particular la razén de
produccién estd dada por P(t) = 5000te~%2 barriles dia-
rios, donde t esta en afios. Dibuje la gréafica de P(t) como
una funcion de t.

(Clima) La temperatura en Vancouver durante un dia pro-
medio de verano varia aproximadamente de acuerdo a la
formula

76.

*77.

Cx) =3+2x+§x

(Publicidad y utilidades) Si una cantidad A (en miles de
dolares) se gasta en publicidad por semana, una compafiia
descubre que su volumen de ventas semanal esta dado por

x = 2000(1 — e4)

Los articulos se venden con una utilidad de $2 cada uno. Si
P denota la utilidad neta (esto es, utilidad generada por las
ventas menos costos de publicidad), exprese P como una
funcion de A y bosqueje su grafica.

*78. (Modelo logistico) Bosqueje la grafica de la funcion logis-
T(t) = 24 -Y8? (0 <t = 16) tica.
donde t es el tiempo en horas medido a partir de las 6 A.M. oy
Dibuje la grafica de esta funcion. Y= T et VmC>0)

B ::r/50 DEL CAPITULO 3

Términos, simbolos y conceptos importantes

Valor maximo (o0 minimo) local.
Punto critico. Prueba de la primera derivada.

3.1 Funcion creciente, funcion decreciente. 3.3 Concava hacia arriba, cdncava hacia abajo.

3.2 Maximo local, minimo local, extremo local.
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Punto de inflexion.
Prueba de la segunda derivada.

3.4  Procedimiento paso a paso para bosquejar las graficas
de funciones polinomiales.

3.5 Procedimiento paso a paso para traducir problemas de
optimizacion planteados en forma verbal a problemas
algebraicos.

Modelo de costo de inventario. Tamafo de lote econd-
mico (o cantidad a ordenar).

3.6  Valores maximo absoluto y minimo absoluto de una fun-
cion.

3.7  Limite en infinito; lim f(x) y lim f(x)

X—00 X——o0

Asintota horizontal; la notacion limf(x) = co o lim f(x)
= —00 X—=C X—C
Procedimiento para hacer el bosquejo de gréaficas con
asintotas.

Formulas

Prueba para la propiedad de que una funcidn sea creciente o de-
creciente:
Si f'(x) > 0 [alternativamente, < 0] para toda x en un
intervalo, entonces f es una funcion creciente [funcion de-
creciente] en ese intervalo.

Prueba de la primera derivada:
Sea X = ¢ un punto critico de la funcion f. Entonces:

a) Si f'(x) > 0 para x justo antes de c y f'(x) < 0 para
X justo después de c, entonces ¢ es un maximo local
de f.

b) Si f'(x) < 0 para x justo antes de c y f’'(x) > 0 para
X justo después de c, entonces ¢ es un minimo local
de f.

¢) Si f'(x) tiene el mismo signo para x justo antes de ¢
y para x justo después de c, entonces ¢ no es un ex-
tremo local de f.

Prueba para la concavidad:
Si f"(x) > 0 [alternativamente, < 0] para toda x en un
intervalo, entonces f es concava hacia arriba [concava ha-
cia abajo] en ese intervalo.

Prueba de la segunda derivada:
Sea x = ¢ un punto critico de la funcién f en el que
f'(c) = 0y f"(c) existe. Entonces x = ¢ es un maximo
local si f”(c) < 0y un minimo local si f”(c) > 0.

B R0BtMAS DE REPASO DEL CAPITULO 3

1. Establezca la veracidad o falsedad de cada una de las si-
guientes proposiciones. Cada enunciado falso cambielo
por una proposicion verdadera correspondiente.

a) Si la funcion f(x) es tal que f'(x) > 0 en (a, b), enton-
ces f(x) es creciente en el intervalo (a, b)

b) Si f(x) es derivable en (a, b), entonces f(x) es continua
en (a, b)

c) Si f(x) es continua en (a, b), entonces f(x) es derivable
en (a, b)

d) En un punto de inflexion, f{(x) = 0

e) Si en el punto (x,, f(x,)) se cumple que f{(x,) = 0, en-
tonces (X,, f(x;)) es un punto de inflexion

f) Cualquier funcion cuadratica sdlo tiene un extremo ab-
soluto

g) Una funcién clbica siempre tiene un punto de inflexion

h) La tangente a la gréfica de una funcidn derivable en un
punto que es maximo o minimo es horizontal

i) Una empresa opera en forma dptima si maximiza sus
ingresos

j) “La publicidad siempre reditta, y cuanto mas publici-
dad se haga, mejor”

k) Cualquier funcion cubica tiene a lo mas dos extremos
locales

I) Sif{x) =0 para x € [a, b], entonces el valor maximo
absoluto de f(x) en este intervalo es f(a)

m) Un valor minimo local de una funcién siempre es me-
nor que un valor méximo local de la misma funcion

n) La tangente a la gréfica de una funcién en un punto de
inflexion puede ser vertical

0) Sif(x) >—L cuando x ——-qo, entonces se sigue que f(x)
— L cuando x — +eo

p) Si f(x) — L cuando x — +<o, entonces se sigue que
f(x) > L cuando X — —eo

g) La gréfica de una funcion puede cortar una asintota ho-
rizontal, pero nunca puede cruzar una asintota vertical

(2-7) Determine los valores de x en que las funciones siguien-
tes son: a) crecientes; b) decrecientes; c) concavas hacia arriba;
d) concavas hacia abajo. Bosqueje sus graficas.
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2.y=3x2—12x +5 3. y=2x3—3x> — 12x + 10

*4. v = x2e* 5. y= X_5 — X_3
-y Y= 3 3
6. y = x1/3 7. y = e~ X342

8. Si x unidades pueden venderse a un precio de $p cada una,
con 4p + 7x = 480, demuestre que el ingreso marginal
nunca es creciente.

9. Laecuacion de demanda de cierto articulo es p = 100e %20,
¢En qué nivel de ventas x el ingreso sera creciente?

10. La ecuacion de demanda de cierto articulo es p = 100e %20,
¢En qué nivel de ventas, X, el ingreso marginal sera creciente?

11. La relacion de demanda de un articulo esta dada por p =
100—In(2x+1). Demuestre que la demanda marginal siem-
pre es creciente.

12. La produccidn industrial, N, de cierto pais t afios después
de 1930 se determin6 que estaba dada mediante N = 375/
(1 + 215e-007),

a) ¢Ha estado creciendo o decreciento la produccion?
b) Mediante el uso de logaritmos, exprese t en términos de N.

(13-20) Determine los puntos criticos de las siguientes funcio-
nes y determine cudles de ellos son maximos o minimos lo-
cales.

13. x2 — 6x + 10 14. 3x4 + 2x3 — 36x2 + 54x — 50
15. %3 — 2 In(x) 16. 40 + 92 — 12t — 8
17. t4 — 4 + 62 — 4t + 4 *18. 3V [x — 2
X2 1
Vet 0

21. Determine el valor de la constante k de modo que f(x) =
kx? 4+ 6x — 2 tenga:

a) un maximo local en x = 3
b) un minimo local en x = —1

22. Determine las constantes a, b y ¢ de modo que la funcién
x2 + ax? + bx + c tenga un maximo en x = —5y un mini-
mo en x = 1.

23. Determine las restricciones sobre las cosntantes a, b y ¢ de
forma tal que la funcién f(x) = ax? + bx + ¢ tenga un ma-
ximo local.

24. Determine las constantes a, b y ¢ de modo que la funcién
x3 + ax? + bx + c tenga un punto de inflexion en x = —3,
un minimo en x = 0y que pase por el punto (1, 0).

25. Determine los extremos absolutos de h(x) = x(x — 1)(2/3)
en el intervalo —1 = x < 3.

. 1
26. Determine los extremos absolutos de g(x) = pepnm gl el
intervalo 1 = x = 3.
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*27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

In(x)

X2

Determine los extremos absolutos de f(x) = enelin-

tervalo 1 = x = 5.

(Ingreso maximo) Una compafiia determina que su ingreso
total se describe mediante la relacion

R = 750,000 — x? + 1000x,

en donde R es el ingreso total y x es el nimero de articulos
vendidos.

a) Encuentre el nimero de articulos vendidos que maxi-
mizan el ingreso total.

b) ¢Cual es el monto de este ingreso total maximo?
c) Si se venden 1000 articulos, ;cudl seria el ingreso total?

(Ingreso maximo) La funcién de demanda para cierto bien
esta dado por p = 10e~*6, para 0 = x < 10, donde p es el
precio por unidad y x el nimero de unidades pedidas.

a) Encuentre el nimero de articulos vendidos que maxi-
mizan el ingreso total.

b) ¢Cual es el precio que produce el ingreso maximo?
c) ¢Cual es el monto de este ingreso maximo?

(Utilidad méaxima) Una compaiiia determiné que en la fa-
bricacion y venta del bien que produce, la relacion de
demanda estd dada por p + 0.002x = 5, mientras que la
funcion de costo es C(x) = 3 + 1.1x

a) Determine el nivel de produccion que producira la ma-
xima utilidad.

b) ¢Cual es la utilidad maxima?

(Epidemia) Durante cierta epidemia de influenza, la pro-
porcion de paoblacion baja en defensas que fue infectada, se
denota por y(t), donde t es el tiempo en semanas desde que
se inicio la epidemia. Se determin6 que
t

YO=715¢
a) ¢Cual es la interpretacion fisica de dy/dt.
b) ¢Para cual valor de t es maxima y?

c) ¢Para cuales valores de t es y creciente y para cuales es
decrecientes?

(Disefio 6ptimo) Una compafiia se dedica a la fabricacién
de pequefias cajas con base cuadrada y sin tapa. Si el ma-
terial utilizado tiene un costo de 2 centavos por pulgada
cuadrada, determine las dimensiones de la caja que mini-
mizan el costo de material, si la capaciadad de las cajas de-
be ser igual a 108 pulgadas?.

(Disefio 6ptimo) Con respecto al problema anterior, si el
material para la base de la caja tiene un costo de 4 centa-
vos por pulgada cuadrada, ahora, ¢cuales son las dimensio-
nes que minimizan el costo del material?

(Utilidad méxima) Una compafiia determina que el costo
total C, el ingreso total R y el nimero de unidades produ-
cidas x estan relacionadas por

C = 100 + 0.015x2 y R = 3x



35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

Determine la tasa de produccion x que maximizaria las uti-
lidades de la empresa. Determine dicha utilidad y la utili-
dad cuando x = 120.

(Movimiento de un objeto) Un objeto que se lanza directa-
mente hacia arriba desde el suelo, sigue la trayectoria dada
por

h = —4.9t% + 20t

donde h se mide en metros y t en segundos.
a) ¢Cuanto tiempo tarda el objeto en chocar con el suelo?
b) ¢Cual es la maxima altura que alcanza el objeto?

(Ingreso maximo) Para la ecuacién de demanda

X
p=[180-¢

determine el nimero de unidades, x*, que hace maximo el
ingreso total e indique cual es el ingreso maximo.

(Geometria) Determine el volumen méaximo que puede te-
ner un cilindro circular recto, si esta inscrito en una esfera
de radio r.

(Geometria) Determine las dimensiones de un cilindro circu-
lar recto, con mayor area de superficie, que puede inscri-
birse en una esfera de radio r.

Demuestre que el rectamgulo con perimetro maximo, que
puede inscribirse en un circulo, es un cuadrado.

Demuestre que el rectdngulo con un perimetro dado, el
cuadrado es el de mayor area.

Demuestre que el rectangulo con una éarea dada, el cuadra-
do es el de menor perimetro.

(Utilidad méaxima) Un fabricante de radiorreceptores obser-
va que pueden venderse X aparatos por semana a p délares
cada uno, en donde 5x = 375 — 3p. El costo de produccion

1 . .
es (500 + 13x + 5 X2 délares. Determine el nivel de pro-

duccién que maximiza la utilidad.

(Tamafio de lote econémico) Sea Q la cantidad que mini-
miza el costo total T debido a la obtencién y almacena-
miento del material por cierto periodo. El material deman-
dado es de 10,000 unidades por afio; el precio al costo del
material es de $1 por unidad; el costo de volver a llenar la
existencia de material por orden, sin importar el tamafio Q
de la orden, es de $25 y el costo de almacenar el material

es del 12.5% del valor promedio de las existencias, %
_ 250, 000 Q
a) Pruebe que T = 10, 000 + ) 16

b) Determine el tamafio del lote econémico y el costo to-
tal T correspondiente a tal valor de Q.

c) Determine el costo total cuando cada orden se fija en
2500 unidades.

44,

45.

46.

47.

48.

49.

(Asignacion 6ptima de produccién) Un fabricante de calza-
do puede destinar su planta a producir zapatos para caballero
0 para dama. Si produce x y y miles de pares por semana,
respectivamente, se sigue que x y y estan relacionados por
la ecuacion de transformacion de produccion,

2x2 +y2 =25

La utilidad del fabricante es de $10 por cada par de zapa-
tos para caballero y de $8 por cada par de zapatos para da-
ma. Determine cuéntos pares de cada uno debera producir
a fin de maximizar sus utilidades semanales.

(Impuesto y produccion) La demanda y la funcién de cos-
to total de un monopolista sonp = 12 — 4xy C(x) = 8x +
X2. Si se grava con un impuesto t por unidad, encuentre:

a) La cantidad x y el precio p que corresponden a la utili-
dad méaxima.

b) La utilidad maxima.

c) El impuesto, t, por unidad que maximiza el ingreso por
impuestos del gobierno.

La funcion de produccion de un bien estd dada por Q =
40F + 3F2 — F¥/3, donde Q es la produccion total y F las
unidades de materia prima.

a) Determine el nimero de unidades de materia prima que
maximizan la produccion.

b) Determine los valores maximos del producto marginal
dQ/dF.

c) Verifique que cuando la produccion Q/F es maxima, es
igual a la produccion marginal.

(Tiempo de venta 6ptimo) Una compafiia cria pollos asade-
ros. Si los pollos se venden a los t meses, la utilidad de la
venta de cada pollo es P(t) = 026096Vt d6lares. EI valor
presente de esta utilidad es P(t)e =201, si la tasa de descuen-
to nominal es 1% mensual. ;A los cuadntos meses deben
venderse los pollos para maximizar ese valor presente?

(Retencion de memoria) Un estudiante adquiere gran nd-
mero de conocimientos durante el repaso para un examen.
Al cabo de t semanas después del examen, el porcentaje de
eso0s conocimientos que el estudiante es capaz de recordar
esta dado por
180 + 20e05t

i 4F @

p(t) =
Calcule p(0), p(2) y lim p(t). Pruebe que p’(t) <0y que
t—eo
p“(t) > 0 para toda t > 0y dibuje la grafica de p(t)

(Modelo de aprendizaje) Cuando una tarea de repeticion
(por ejemplo soldar un circuito) se realiza cierto nimero de
veces, la probabilidad de hacerlo correctamente crece. Un
modelo usado algunas veces para esta probabilidad de éxi-

toses p = donde A y B son constantes y N es el

AN
N+B

PROBLEMAS DE REPASO DEL CAPITULO 3

149



50.

51.

52.

53.

numero de veces que se ha realizado la tarea. Interprete A
al calcular lim p. Calcule dp/dN en N = 0.
t00

(Produccion frutal maxima) Cuando hay n arboles por
acre, el promedio de duraznos por arbol es igual a (840 —
6n) para una variedad particular de duraznos. ;Qué valor
de n da la produccién maxima de duraznos por acre?

(Contenido de humedad en el suelo) En cierto lugar la con-
centracion de agua en el suelo esta dada en términos de la
profundidad x mediante la formula

cx)=1—e%
Determine la profundidad en la cual ¢ crece mas rapida-
mente.

(Teoria de numeros) Determine dos nimeros positivos cu-
ya suma sea 30, y tales que el producto de sus cuadrados
sea maximo.

Determine dos nimeros positivos cuya suma sea 60 y tales
que el producto de uno por el cuadrado del segundo sea
maximo.

(54-59) Determine las asintotas horizontales y verticales de las
funciones siguientes y haga un bosquejo de sus gréficas.

54.

55.
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X+ 1
Y=x=2
_ 1
Y= -1

56.
57.

*58.

59.

60.

y=1In[x]|

yzxe—xllo
X
Vx2—9
X2 —x—2
x2—1

(Analisis del ingreso marginal) Se da que una curva de de-

manda p = f(x) es concava hacia arriba para todos los pun-

tos, es decir, f(x) > 0 para toda x. Demuestre que si f©)(x)
. - 3(x

> 0, 0 bien, f® < 0 y numéricamente menor que %

entonces la curva de ingreso marginal también es concava

hacia arriba.

(61-66) Bosqueje las graficas de las siguientes funciones.

61.
62.

63.
64.
65.

66.

y=X—Inx
_ eX_e*X
y= 77
y:XZe—x
y = eIl
e*‘X|
Y= %+
B X
Y= e+ 1)



CASO DE ESTUDIO

OPTIMIZACION DE COSTOS DE PRODUCCION

Para el problema de minimizar el costo de produccién de mue-
bles de cdmputo, cuya funcién de costos variable esta dada por

V(x) = 3x3 — 15x2 + 20x miles de ddlares,

y los costos fijos, son $20,000, la funcién de costo total men-
sual es

C(x) = 20 + 3x3 — 15x2 4 20x miles de dolares,

donde x es el nimero de muebles, en cinetos, que se producen
en un mes.

Mediante las técnicas que se estudiaron en este capitulo se
construyo la siguiente gréafica

Costo total

35
25

15

I I I I
1 2 3 4

X

Como puede observarse en la grafica el costo total minimo se
obtiene si no se producen escritorios, pero en este caso se tiene
la restriccion de tener que producir al menos 50 muebles, asi
que interesa analizar la grafica a partir de x = 0.5, recuerde que
las unidades son cientos

Costo total
55
45
35

25

Ahora ya no es tan obvio cudl es el valor de x que minimiza el
costo total. Pero, si se aplica el método para optimizar fun-
ciones que se analizé en este capitulo, se iniciaria obteniendo
la derivada de la funcion C(x) de la siguiente manera

dC
_aek = 9x2 — 30x + 20
dx
Ahora,
dc
%=9x2730x+20=0
X
- +
implica que x, = —3 0 bien x2 = > 3\/5 . Por otro lado,
d2C(x)
e 18x — 30
asi que,
d2C(x,) . d°C(x%)
v <0, mientras que i >0

Por consiguiente, el punto (x;, C(x,)) es un punto méaximo local
y (X,, C(X,)) es un punto minimo local. A continuacion se pre-
sentan los valores de la funcion en los extremos del intervalo
de interés, 0.5 y 4.5, junto con los valores de la funcion evalua-
dosenx, yx,

C(0.5) = 26.625

C(S - @) ~ 28.041
C<5 + @) =~ 23.071

C(4.5) = 79.625

Asi que el minimo se alcanza en x, =~ 2.4102. Ahora bien, si
se producen 241 muebles (x = 2.41) el costo es 23.071063
miles de dolares; mientras que si se producen 242 muebles el
costo es 23.071464 miles de ddlares, por lo que la decision
debe ser producir 241 muebles para tener un costo minimo de
$23,071.06.

Pero, si de lo que se trata es de minimizar el costo unitario,
entonces la funcion que se debe minimizar es
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cuya gréfica es
Si se realizan los mismos pasos que en el caso anterior se
encuentra que

dUx) dRU(x,)
dx =0y dx2

>0, con x, = 2.89714

Asi que (X,, C(x;)) es un punto minimo local, y en realidad
en el intervalo (0.5, 4.5) es el valor minimo absoluto, se pide al
lector que justifique esta afirmacion.

Costo unitario
55 |
45 |

35 1
251

15 L
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Como,

U(2.89) ~ 8.626715

U(2.90) ~ 8.626552,

se debe tomar la decision de fabricar 290 muebles, con lo que
el costo unitario seria de aproximadamente $86.26 por mueble
producido, recuerde las unidades con la que se esta trabajando.

¢ Qué sucede si los costos fijos se reducen a $15,000? ;Qué
sucede si los costos fijos aumentan a $22,000? Repita el andli-
sis anterior para estos dos casos.



CAPITULO

Mas sobre derivadas

Curva de aprendizaje

Las aplicaciones de las matematicas son tantas y tan va-
riadas que surgen en lugares en las que uno menos imagi-
na; por ejemplo, en ocasiones los sociélogos y psicdlogos
tienen que medir las habilidades que adquiere un indivi-
duo al efectuar una tarea rutinaria. La hipotesis es que es-
ta habilidad mejora con la practica, aunque surgen pre-
guntas como: ;Qué tanto mejora la habilidad? ;Con qué
rapidez esta aprendiendo el individuo? Y muchas otras.
Estudiosos del tema han desarrollado modelos para medir
el rendimiento de un individuo con respecto al tiempo
empleado para aprender la tarea. Uno de tales modelos es-
ta dado por la funcion

y(t) = AL - e
en donde

t es el tiempo de entrenamiento o capacitacion,
y(t) es una medida del rendimiento del individuo y
Ay k son constantes por determinar.

La gréafica de y(t) se conoce como curva de apren-
dizaje.

Considere que durante la capacitacion de nuevo per-
sonal para una linea de ensamblado, se observé que, des-

TEMARIO 4-1 DIFERENCIALES

pués de un dia de practica, un individuo puede fijar a la
placa principal 10 circuitos en cinco minutos, es decir,
y(1) = 10. Esta es la medida de rendimiento del individuo.
Ahora bien, la misma persona, después de dos dias de
practica, puede fijar 15 circuitos en cinco minutos, esto es,
y(2) = 15. Utilizando técnicas aprendidas en el capitulo 6,
se determina que las constantes del modelo son: A = 20y
k = 0.6931. Con lo cual la funcion de aprendizaje para es-
ta persona es:

y(t) — 20(1 — e*0.693lt)

En este caso, t se mide en dias y y(t) en nimero de
circuitos que puede fijar la persona en cinco minutos.

a) ¢Cudl es la rapidez a la que aprende esta perso-
na?

b) ¢Qué puede decir acerca de la rapidez de apren-
dizaje?

c) De acuerdo con la funcion, ¢cuanto mejorara del
segundo al tercer dia de capacitacién?

d) Alalarga, ¢cuéntos circuitos podra fijar esta per-
sona en cinco minutos?

4-2 DIFERENCIACI(:)N IMPLiC[TA
4-3 DIFERENCIACION LOGARITMICA Y ELASTICIDAD
REPASO DEL CAPITULO
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B 4-1 DIFERENCIALES

@ 1. Para la funcion

y = 4x — 2x?,

determine dy cuando x = 2y
cuando x = =2

Respuesta dy = —4dx cuando
X = 2; dy = 12dx cuando x = —2

Sea y = f(x) una funcién diferenciable de la variable independiente x. Hasta ahora,
hemos usado dy/dx para denotar la derivada de y con respecto a X y se manejo6 dy/dx
como un solo simbolo. Ahora definiremos el nuevo concepto de diferencial de mo-
do que dx y dy tengan significados separados; esto nos permitira pensar en dy/dx ya
sea como el simbolo para la derivada de y con respecto a x 0 como la razén de dy y
dx.

DEFINICION Seay = f(x) una funcion de x diferenciable. Entonces,
a) dx, la diferencial de la variable independiente x, no es otra cosa que un
incremento arbitrario de x; esto es,

dx = AX

b) dy, la diferencial de la variable dependiente y, es funcién de x y dx defi-
nida por

dy = f'(x) dx

La diferencial dy también se denota por df.
Los enunciados siguientes son evidentes por la definicién anterior de diferen-
ciales dx y dy.

1. Sidx = 0sesiguequedy =0
2. Sidx # 0, se deduce que la razon de dy dividida entre dx esta dada por

dy _ f'(x)dx _,
dx dx Fe)

y asi es igual a la derivada de y con respecto a x.
No hay nada extrafio con respecto al ultimo resultado, porque en forma deli-

berada se definié dy como el producto de f'(x) y dx con el propoésito que el resulta-
do de la proposicién 2 fuera valido.

EJEMPLO 1 Siy = x® + 5x + 7, determine dy.

Solucion Seay = f(x) de modo que f(x) = x3 + 5x + 7. Se sigue que f'(x) =
3x%2 + 5y, por definicion,

dy =f'(xX)dx = (3x2 + 5)dx w1

Debe observarse que dx (0 Ax) es otra variable independiente y el valor de dy de-
pende de las dos variables independientes x y dx.

Aunque dx = Ax, la diferencial dy de la variable dependiente no es igual al
incremento Ay. Sin embargo, si dx es suficientemente pequefio dy y Ay son aproxi-
madamente iguales una a la otra.
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EJEMPLO 2 Siy = x3 + 3x, determine dy y Ay cuando x = 2y Ax = 0.01.
Solucién Siy = f(x) = x3 + 3x, entonces,
f'(x)=3x+3
Por consiguiente,
dy = f'(x) dx = (3x? + 3) dx

Cuando x = 2 y dx = 0.01 se sigue que dy = (12 + 3)(0.01) = 0.15.
Por definicion,
Ay = f(x + Ax) — f(x)
= f(2.01) - f(2)
= [(2.01)3 + 3(2.01)] — [2® + 3(2)]

@ 2. Paralafunciény = x2, = [8.120601 + 6.03] — 14 = 0.15060I

determine dy y Ay cuando

x = 3y cuando a) Ax = 0.2 Asi que, dy = 0.15y Ay = 0.150601, lo que demuestra que la diferencial y el in-
b) Ax = 0.05 cremento de y no son exactamente iguales. @ 2

Interpretacion geométrica de diferenciales

Sea P el punto cuya abscisa es x en la gréfica de y = f(x), y sea Q el punto en la
gréafica cuya abscisa es x + Ax. El incremento Ay es la elevacion desde P a Q, o
la distancia vertical QR en la figura 1.

I'%4

A

FIGURA 1

Sea T el punto con abscisa x + Ax en la tangente en P a la gréfica (véase
la figura 1). La pendiente de PT es la derivada f’(x) y es igual a la elevacion
desde P hasta T dividida entre el desplazamiento:

Respuesta L.
a)dy =12, Ay =1.24 Pendiente = f’(x) = D Ellevamqn (:e z aPT T = % = Z—R
b) dy = 0.3, Ay = 0.3025 esplazamiento de P a X
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Por tanto, como Ax = dx, tenemos TR = f’(x) dx = dy. Asi, la diferencial dy es igual
a la elevacion TR a lo largo de la recta tangente en P.

Por tanto, las diferenciales dx y dy = f”(x) dx son incrementos en x y y a lo largo
de la recta tangente a la grafica de f en el punto (x, f(x)).

Refiriéndonos de nuevo a la figura 1, la diferencia entre Ay y dy es igual a la
distancia QT entre el punto Q sobre la grafica de f(x) y el punto T sobre la tangen-
te en P. Es claro que si hacemos que Ax se haga muy pequefio, de modo que Q se
mueve a través de la curva hacia P, entonces, la distancia QT tiende rapidamente a
cero. Debido a esto, podemos usar dy como una aproximacion de Ay con tal de que
Ax sea lo suficientemente pequefio:

Ay = dy = f'(x) dx

En consecuencia, puesto que f(x + Ax) =y + Ay,

f(x + AX) = f(x) + f'(X) Ax

Reemplazando x por a y Ax por h, tenemos la forma alterna siguiente:

Si h es suficientemente pequefia, entonces f(a + h) = f(a) + hf’(a) 1)

Esta aproximacion es de utilidad porque a menudo es mas sencillo calcular el
lado derecho que evaluar f(x + h), en particular si el calculo tiene que hacerse para
diferentes valores de h. La razon de esto es que el lado derecho es una funcion li-
neal de h. El siguiente ejemplo ilustra como esta aproximacion puede utilizarse para
reemplazar una funcion complicada por una funcion lineal.

EJEMPLO 3 Encuentre una aproximacion a V16 + h cuando h es pequefia.

Solucién Se nos pide aproximar la funcion raiz cuadrada V/x cerca de x = 16. De
modo que en la ecuacion (1) hacemos f(x) = V/x con a = 16. El resultado es

f(16 + h) = f(16) + h f’(16) (2)

Pero si f(x) = Vx, entonces f(x) = 1/(2V/X). En particular,

Sustituyendo f(16) = 4y f'(16) = 3 en la ecuacion (2), obtenemos
f(16 + h)y =4 + %h

esto es,
V16 + h=4+1lh

(Por ejemplo, tomando h = 0.1, encontramos que V'16.1 = 4 + § (0.1) = 4.0125
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@ 3. Haciendo elecciones
apropiadas de f(x),ayh

en la ecuacion (1), determine
valores aproximados de

a) V15 b) V26 c) V26

Respuesta a) f(x) = V/x, a = 16,
h=-1,V15 = 3.875

b) f(x) = Vx,a=25h=1,
V26 =51

) f(x) = Vx a=27,h=—1,
V26 ~3— L ~2963

Este valor es casi igual al valor exacto, que es 4.01248 hasta cinco cifras decima-
les). @ 3

La utilidad de este tipo de aproximacion es evidente en este ejemplo: es mu-
cho mas facil realizar célculos con la expresion aproximada (4 + th) que con
V16 + h, porque la aproximacion es una funcion lineal de h.

EJEMPLO 4 Una seccion de terreno es un cuadrado con lados de una milla (5280
pies) de longitud. Si se remueve de cada lado una franja de 20 pies para destinarse
a una carretera. ¢Cuénta area se pierde en esta seccion?

Solucion Si x denota la longitud de un lado, el area es
A=f(x)=x°

Si el lado se modifica a x + Ax, el cambio en el area AA es dado en forma aproxi-
mada por la diferencial

AA = f'(x) AX = 2x AX

En este ejemplo, x = 5280 pies y Ax = —40 pies (una franja de 20 pies removida
de cada lado). Por tanto,

AA =~ 2(5280)(—40) = —422,400

Asi, la pérdida de area es aproximadamente igual a 422,400 pies cuadrados.

Modelos lineales

En la formula de aproximacion (1), tomemos a + h = x. Entoncesh = x — ay
obtenemos

f=f@ + x—a)f(a)

Pero aqui, el lado derecho es una funcién lineal de x. Si definimosm = f’(a)y b =
f(a) — af’(a), entonces, la aproximacion se convierte simplemente en f(x) = mx +
b. Por tanto, hemos formulado el siguiente resultado importante:

En un intervalo suficientemente pequefio de x, cualquier funcion diferenciable de
X puede aproximarse por medio de una funcidn lineal.

Otra vez, con respecto a la figura 1, vemos que la base geométrica de este
resultado es que, cerca del punto P, la grafica de f es aproximadamente la misma
que la recta tangente en P.

Usaremos a menudo este resultado al construir modelos matematicos de feno-
menos complejos. Supongamos que x y y son dos variables econémicas que estan
relacionadas en alguna forma compleja y no comprendida del todo. Entonces, sin
importar el grado de complejidad de la relacion (con tal de que sea suave), podemos
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@ 4. Una compafiia tiene una
funcion exacta de costos dada

por C(x) = 25 + 11x — x?

El nivel de produccidn actual es

x = 3. Encuentre un modelo lineal
de costo que aproxime la funcion
exacta de costo cuando x es
cercana a 3.

Respuesta
C(x)=C(3) +C’'(A(x — 3)
=34 + 5x

@ 5. Sixse midié con una error
porcentual del 2%, ¢cual es el
porcentaje de error eny si
a)y=x bh)y=Vx?

Respuesta a) 4% 1%

aproximarla por un modelo lineal y = mx + b para ciertas constantes m y b, a con-
dicion de que el rango de variacion de x se restrinja lo suficiente. Modelos lineales
de esta clase se emplean con frecuencia en economia y en otras areas como punto de
partida en el andlisis de fendmenos complejos. @ 4

Errores

Las diferenciales se utilizan en la estimacion de errores en las mediciones de canti-
dades. Sea x una variable cuyo valor se mide o estima con cierto error posible y sea
y = f(x) alguna otra variable que se calcula a partir del valor medido de x. Si el va-
lor de x que se utiliza al calcular y es erréneo, entonces, por supuesto el valor calcu-
lado de y también sera incorrecto.

Sea x el valor exacto de la variable medida y x + dx el valor medido. Enton-
ces, dx es ahora el error en esta variable. El valor exacto de la variable calculada es
y = f(x), pero el valor en realidad calculado es f(x + dx). Asi que el error eny es igual
a f(x + dx) — f(x). Si dx es pequefia, que puede por lo regular presumirse que es el
caso, podemos aproximar el error en y mediante la diferencial dy. En consecuencia,
llegamos al resultado de que el error en y esta dado en forma aproximada por dy =
f'(x) dx.

La raz6n dx/x se denomina el error relativo en x. En forma anéloga, el error
relativo eny es dy/y. Si el error relativo se multiplica por 100, obtenemos lo que se
conoce como error porcentual de la variable correspondiente. A menudo el signo
se ignora al establecer el error porcentual, de modo que podemaos hablar de un error
porcentual del 2% con lo que entenderemos un error de =2%. @& 5

EJEMPLO 5 (Error en utilidades estimadas) Un gerente de ventas estima que su
equipo vendera 10,000 unidades durante el proximo mes. El cree que su estimacion
es precisa dentro de un error porcentual del 3%. Si la funcion de utilidad es

P(x) = x — (4 X 10-%)x2 (do6lares por mes)

(en donde x = namero de unidades vendidas por mes), calcule el error porcentual
maximo en la utilidad estimada.

Soluciéon Si x = 10,000, la utilidad sera
P = 10,000 — (4 X 105)(10,000)2 = 6000

El error porcentual maximo en el valor estimado de x es del 3%, de modo que el
error maximo dx esta dado por

dx = 3% de 10,000 = +3; (10,000) = 300
El error correspondiente en la utilidad esta dado aproximadamente por

dP = P’(x) dx
= (1 -8 X 1075) dx
= [1 — 8 X 10~5(10,000)](300)
= 0.2(300) = 60
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@ 6. Vuelva a resolver
el ejemplo 5, si la funcién de

es, por tanto,

utilidad es
P(x) = —9000 + 2x —

Respuesta 4.8%

(6 X 10-5)x2

De modo que el error méximo en la utilidad estimada es de $60. El error porcentual

dpP 60

100— =100 — =1
P

El error porcentual maximo en la utilidad es del 1%

6000

- 6

I jcRCICIOS 4-1

(1-10) Calcule dy en el caso de las siguientes funciones.

1.

3.

5.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

y=x2+7x+1 2. y=(2+ 1)
y=tint 4. y =ue™
X+ 1

y=In(z2+1) 6.y=m
gu eu+1
YU 8 y=%1
.y=\/m 10.y=\/m

Calcule dy siy = x2 — 1 cuando x = |

Determine dx si x = Vt + 1 cuando t = 3

Calculedtsit = In(1 + y?) cuandoy =0

Encuentre du para u = 5@ - t2) cuando t =
Determine dy siy = x3 cuando x = 2y dx = 0.01
Calculedusiu=12+3t+ 1cuandot = —1ydt=0.02
Determine dx six =y Iny paray = 1y dy = 0.003

Encuentre df para f(x) = xe*six = 0y dx = —0.01

(19-22) Determine dy y Ay para las siguientes funciones.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

y=3x2+5six=2ydx=0.01
y=Visit=4ydt=041
y=Inusiu=3ydu=0.06

y = VX + 2six = 2ydx=0.84

Mediante diferenciales aproxime la raiz cubica de 9

Por medio de diferenciales aproxime la raiz cuarta de 17

Usando diferenciales aproxime la raiz quinta de 31

26

217.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

Mediante diferenciales aproxime el valor de (4.01)° +
V4.01

(Errores) El radio de una esfera es igual a 8 centimetros,
con un error posible de =0.002 centimetros. EIl volumen se
calcula suponiendo que el radio es de exactamente 8 centi-
metros. Usando diferenciales estime el error maximo en el
volumen calculado.

(Error porcentual) Si el volumen de una esfera se determi-
na dentro de un error porcentual que no excede al 2%,
¢cudl es el maximo error porcentual permisible en el valor
medido del radio?

(Error porcentual) Un fabricante estima que las ventas se-
ran de 400 unidades por semana con un error porcentual
posible del 5%. Si la funcion de ingreso es R(x) = 10x —
0.01x2, encuentre el maximo error porcentual en el ingreso
estimado.

(Error porcentual) La funcidn de costo del fabricante del
ejercicio 29 es C(x) = 1000 + x.

a) Calcule el error porcentual méximo en los costos esti-
mados.

b) Determine el error porcentual maximo en la utilidad es-
timada.

(Precio aproximado) La ecuacién de demanda de cierto
producto es p = 100/Vx + 100. Mediante diferenciales
encuentre el precio aproximado en que se demandan 2500
unidades.

(Costo aproximado) La funcién de costo de cierto fabri-
cante es C(x) = 400 + 2x + 0.1x3/2, Usando diferenciales,
estime el cambio en el costo si el nivel de produccion se in-
cremento de 100 a 110.

(Modelo de costo de inventarios) En el modelo de costo de
inventarios (véase la seccion 3-5), sea D la demanda
anual total, s el costo de almacenamiento por unidad por
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34.

35.

36.

B 4-2 DIFERENCIACION IMPLICITA

afio, a el costo de preparacion de cada serie de produccion
y b el costo de produccion por articulo. Se sigue que el cos-
to dptimo del lote por serie de produccion esta dado por
x = V2aD/s. El costo minimo por afio de producir los ar-
ticulos es C = bD + V2aDs. Si D = 10,000,s = 0.2,a =
10y b = 0.1, evalGe x y C. Mediante diferenciales estime
los errores en x y C si el valor exacto de s es 0.22.

(Medidas fisicas) La aceleracion debida a la gravedad g,
se determina midiendo el periodo de balanceo de un péndu-
lo. Si la longitud del péndulo es | y la medida de un perio-
do es T, entonces g esta dada por la formula

_ 4
-

Encuentre el error porcentual en g si:
a) | estd medida con exactitud pero T tiene un error de 1%

b) T estd medida con exactitud pero I tiene un error de 2%

(Modelo lineal de costos) Actualmente una compafiia pro-
duce 200 unidades diarias y sus costos diarios son $5000.
Si el costo marginal es $20 por unidad, obtenga un mode-
lo lineal de costos que aproxime a la funcion de costo C(x)
para x cercano a 200.

(Modelo lineal de ingresos) Actualmente una compafiia
produce 1500 unidades mensuales y vende todas las unida-

37.

38.

39.

40.

des que produce. Su ingreso mensual es $30,000. Si el in-
greso marginal actual es $180, obtenga una férmula lineal
que aproxime la funcién de ingreso R(x) para x cercana a
1500.

(Modelo lineal de utilidad) Actualmente una compafiia
produce 50 unidades semanales y su utilidad semanal es
$2000. Si la utilidad marginal actual es $15, obtenga una
férmula lineal que aproxime a la funcion de utilidad sema-
nal P(x) para x cercana a 50.

(Modelo lineal de costo) El costo mensual de producir x
unidades de su producto, para cierta compafiia, esta dado
por C(x) = 2000 + 16x — 0.001x2. Actualmente la compa-
fifa est4 produciendo 3000 unidades mensuales. Obtenga
un modelo lineal de costo que aproxime la funcién de cos-
to mensual C(x) para x cercana a 3000.

(Modelo lineal de ingresos) La funcién de demanda sema-
nal de cierto producto es p = 50 — 0.2x. Actualmente, la
demanda es de 200 unidades semanales. Obtenga una
férmula lineal que aproxime la funcién semanal de ingre-
so R(x) para x cercana a 200.

(Modelo lineal de utilidad) La funcion de demanda diaria
del producto de una compafiia es p = 45 — 0.03x. El cos-
to de producir x unidades diarias est4d dada por C(x) =
1500 + 5x — 0.01x2. La compafiia actualmente esta produ-
ciendo 500 unidades diarias. Obtenga una formula lineal
que aproxime la funcion de utilidad diaria P(x) para x cer-
cana a 500.

Algunas veces una relacion entre dos variables se expresa por medio de una
relacion implicita mas que mediante una funcion explicita. Asi, en vez de tener y
dada como una funcion f(x) de la variable independiente x, es posible teneraxyy
relacionadas a través de una ecuacion de la forma F(x, y) = 0, en que ambas variables
aparecen como argumentos de alguna funcion F. Por ejemplo, la ecuacién

Fix,y) =x3+2x%y +3xy2 +y*—1=0

expresa cierta relacion entre X y y, pero y no esta dada explicitamente en términos

de x.

El asunto que deseamos considerar en esta seccién es como calcular la deri-
vada dy/dx cuando x y y estén relacionadas por una ecuacion implicita. En ciertos
casos, es posible resolver la ecuacién implicita F (x, y) = 0 y obtener y en forma ex-
plicita en términos de x. En tales casos, las técnicas estandar de derivacion permiten
calcular la derivada en la forma ordinaria. Sin embargo, en muchos ejemplos no es
posible obtener la funcién explicita; con la finalidad de cubrir tales situaciones, es ne-
cesario usar una nueva técnica que se conoce como diferenciacion implicita.
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@ 7. Encuentre a) %(W)

b) S-@) ©) diy(x‘*)

Respuesta a) 2\1/— 32(/
dx

dy
y —2 322
b) e i c) 4x dy

@ 8. Tome la otra funcion

explicita asociada con x? + y? = 4,

es decir,y = -V4 — x4y
verifique que adn es cierto que
dy _ —x

dx vy

Al usar esta técnica, derivamos cada término en la relacion implicita dada
con respecto a la variable independiente. Esto requiere derivar expresiones que con-
tienen ay con respecto a x, y con el objetivo de hacerlo, utilizamos la regla de la ca-
dena. Por ejemplo, supongamos que deseamos derivar y3 o In'y con respecto a x. Es-
cribimos lo siguiente:

dy

(y3) = (y3) = 3y? i

da _1lady
< (Iny) = (I y) dx Ry

En general,
d — ) Y
O =10 w7

EJEMPLO 1 Calcule dy/dxsix? +y?> =4
Solucion Derive cada término con respecto a x.

d 2

i =2

I (x?) X

KOG L@=0

Ponemos juntos todos los resultados y despejamos dy/dx

2x+2ygy 0, 2y%:—2x, dy 22X _ X

X dx 2y y

Comprobacion Verificamos este resultado usando una de las funciones expli-
citas asociada con la relacion implicita x? + y? = 4, es decir*

y=V4—x2=(4—-x)?
Usando la regla de la cadena,

ﬂ:l — y2)1/2-1.(— - Xx _ X
dx 2(4 x) (=2x) 4 —x? y

que es el mismo resultado que se obtuvo en el ejemplol @ 8

EJEMPLO 2 Calcule dy/dx si xy + In (xy?) =7

Solucién En primer término simplificamos el logaritmo: In (xy?) = Inx + 2 In .
Luego, la relacion adopta la forma

Xy +Inx+2Iny=7
*Recordemos que Va 0 al/? denota la raiz cuadrada positiva de a.
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@ 9. Encuentre

dy

a) 2x2 —3y?=2

b) X2+ 4xy +y?=1

Respuesta a) % =

dy _
b) dx

—(x + 2y)

2X +y

aSI

2

3y

Derivando con respecto a x, resulta
d d d d
—_— _ + —_— = — =
B 00+ () + 2 (Iny) = - (7) =0

Por la regla del producto,

4oy G yix ) c1y e W oy W
ax W= Wy Ex ) =1y bx =y X
Asimismo,
d 1 iy d 1 dy
e = — —_ R I = — —Z
o (In x) . y también o (Iny) = (ny) dx y dx

En consecuencia,

dy 2 dy
+
(y de) M ydx =0

Agrupamos todos los términos que contengan derivadas en el lado izquierdo y pa-
samos los deméas términos a la derecha y despejamos dy/dx.

2\ dy 1
=) 2L = + =
(X+y>dx (y x)

dy - y+I/x_ yytl) g
dx X + 2/y X(xy + 2)

EJEMPLO 3 Determine la ecuacion de la linea tangente en el punto (2, — $) a la
gréfica de la relacién implicita

Xy?—xy +y—x=0

Solucién La pendiente de la linea tangente es igual a la derivada dy/dx evaluada
enx = 2yy = —%. Derivando la relacién implicita completa con respecto a x, ob-
tenemos

—(yz) (Zy) X -1=0

Los primeros dos términos deben evaluarse usando la regla del producto. Asi, re-
sulta

dy dy ) dy _
2. — 2., =L . -2 =
(y 1+x- 2yd) (x dX+y 2x+dx 1=0

de modo que (2xy — x? + 1)(dy/dx) = 2xy — y? + 1. En consecuencia,
dy _ 2xy—y*+1
dx 2xy — x2+ 1

Haciendo x = 2y y = —3, obtenemos la pendiente de la linea tangente en el punto
requerido

dy 20D - (11

dx 22— -(@r+1 4
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La ecuacion de la linea tangente se obtiene a partir de la formula punto-pendiente:

@ 10. Determine la ecuacion de y =y =mX—x)

la recta tangente en el punto y — (_% — %(X -2

(2, 1) en la gréfica de la relacion

XB+yE=9 y=3x—-1 « 10

Cuando evaluamos dy/dx en una relacion implicita F(x, y) = 0, suponemos
que x es la variable independiente y y la dependiente. Sin embargo, dada la relacién
implicita F(x, y) = 0, pudimos en vez de ello considerar y como la variable inde-
pendiente con x una funcion de y. En tal caso, deberiamos evaluar la derivada dx/dy.

EJEMPLO 4 Dada x? + y? = 4xy, calcule dx/dy.

Solucion Aqui x es una funcion implicita de y. Derivamos ambos lados con res-

pecto ay.
d ., d d
— + — 2 :4_
dy X%) dy v?) dy(><y)
dx dx
2X—+ 2y =4(x-1+y—
Xdy Y <X ydv)

dx _ _
2 dy(x 2y) = 2(2x —y)

ax _ 2x —y
dy x—2y

Considere la relacion implicita x2 + y2 = 4. La gréfica de esta relacién es un
circulo de radio 2 y centro en (0, 0) como se muestra en la figura 2. En el ejemplo
1, calculamos que dy/dx = —x/y. Si dy/dx = 0, entonces, —x/y, = 0 0 x = 0.
Cuando x = 0,y = =2. Asi en esos puntos (0, *2), la pendiente dy/dx de la recta
tangente al circulo es cero y entonces la recta tangente es horizontal.

Si en el ejemplo 1 tomamos a y como la variable independiente y diferencia-
mos respecto a y en lugar de x, encontramos el resultado

dx y

dy X
Si dx/dy = 0 entonces —y/x =00y = 0. Cuandoy = 0, x = *£2. Asi en los pun-
tos (=2, 0) tenemos que dx/dy = 0. Pero en esos puntos las rectas tangentes son

verticales, como se muestra en la figura. Se puede generalizar este resultado de la
siguiente manera:

1. Sidy/dx = 0 en un punto, entonces la recta tangente es horizontal en ese
punto.

2. Si dx/dy = 0 en un punto, entonces la recta tangente es vertical en ese
punto.

Respuestay = —4x + 9
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<

0,2

2,0  x

d—y=o/ (0, —2)

FIGURA 2

EJEMPLO 5 Encuentre los puntos de la curva 4x? + 9y? = 36y donde la recta tan-
gente sea: a) horizontal; b) vertical.

Solucién Tenemos
4%2 + 9y? = 36y (i)

a) Derivando ambos lados de la igualdad respecto a x, obtenemos

d o, d d
— + — 2y —
B (@8) - (9y) = - (36y)

8x + lBy% —36%

dy —8x —4x
dx 18y — 36 9y — 2)

Para que la recta tangente sea horizontal, tenemos que dy/dx = 0, lo cual da
x = 0. Cuando x = 0 la relacién (i) da 0 + 9y? = 36y asi que y = 0 o 4. Por tanto,
los dos puntos en la curva donde la recta tangente es horizontal son (0, 0) y (0, 4)

b) Si en cambio diferenciamos (i) con respecto a y, encontramos el resultado

dx _ —9(y —2)
dy 4x

Haciendo dx/dy = 0, para determinar las tangentes verticales, obtenemos y = 2
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@ 11. Determine los puntos en
la gréafica de x2 — xy + 4y2 = 15
en donde la tangente sea
a) horizontal b) vertical.

Respuesta a) (1,2)y (=1, —2)
b) (4, 7)y (=4, —3

Poniendo y = 2 en (i), encontramos x = £3. Asi las rectas tangentes son verticales
en los puntos (3,2) y (—3,2). @ 11

Probablemente no dejé de notar que en el Ultimo ejemplo, dx/dy y dy/dx
fueron reciprocos uno del otro. Esta propiedad generalmente es cierta:*

ax _ 1
dy  dy/dx

En otras palabras, la derivada de la inversa de una funcion f es el reciproco
de la derivada de f. Utilizando esta propiedad, podemos reducir mucho el trabajo de
la parte b) del ejemplo 5, una vez que hemos encontrado dy/dx en la parte a).

Las derivadas de orden superior también pueden calcularse a partir de una
relacion implicita. EI método consiste en determinar primero la primera derivada de
la manera eshozada anteriormente y después diferenciar la expresion resultante con
respecto a la variable independiente.

EJEMPLO 6 Calcule d?/dx?si x® + y3 = 3x + 3y

Soluciéon En esta situacion, x es la variable independiente, ya que se nos pide calcu-
lar derivadas con respecto a x. De modo que, derivando implicitamente con respec-
to a x, obtenemos

3x2+3y2ﬂ=3+3ﬂ

dx dx
Por tanto,
dy _x-1
dx 1 —y?

Derivamos de nuevo con respecto a x y usamos la regla del cociente.

d_Zy_1<x2—1)
1—y?

dx?2 dx

_ (@ —y3(d/dx)(x* — 1) — (x> — 1)(d/dx)(1 —Vy?)
- 1 - y?)?

*Por definicion

O DX i AY [y ﬂ]*:[ﬂ]*
dy ETO Ay [!lym) Ax] |:1>I<T0 AX dx

En el segundo paso utilizamos el teorema de limites 2(b) de la seccién 1-2.
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@ 12. Una forma alterna para
determinar y” es utilizar dos veces
la diferenciacion implicita. En el
ejemplo 6, ya obtuvimos que x? +
y%y’ = 1 + y’. Escriba el resultado
de diferenciar con respecto a x esto
otra vez. De ahi calcular y”.

Respuesta 2x + (2yy’ -y’ + y&")
— 0 + y’/

. 2+ Y)Yl
oy'= T V2

El resultado final es el mismo que
antes.

_ 2X(1 —y?) + 2y(x® — 1) [—2y (dy/dx)]
(1 -y

En esta etapa, observamos que la expresion para la segunda derivada atn incluye a
la primera derivada. De aqui que, para completar la solucion, debemos sustituir

dy/dx = (x2 — 1) /(1 — y?):

dy _ 2x(1 —y?) + 2y(x* = DI = 1)/ = y2)]

dx? (1 —y??

_ 2X(1 — y?)? + 2y(x* —1)°
-y
En el Gltimo paso, multiplicamos el numerador y el denominador de la fraccidn por
1—y2 @ 12

I :):rCicios 42

(1-14) Calcule en cada caso dy /dx
1L x2+y2+2y=15
2. Vx+Vy=1

3. x® + y® = a3 (a es constante)

19.x3+y =3y =3; (1,2

20. ¥ +y2=2x+y+15  (-3,1)

Zy _x_ _
< y 1 en(2 -1

2. (x—y)x+2y)=14

21.

en(2,1)

4.2 —xy +y?2=3
(23-26) Encuentre los puntos en los que cada curva tiene:
50y =Xy +2x)—12=0
a) Una tangente horizontal.
6. x* + y*=2x%2 + 3 )
b) Una tangente vertical.
7.xy> +yx2 =6
23. (x— 12+ (y—22=9
8. xy2+x2+y2=3
24. 9x2 — 4y? = 36
9. x5+ y5 = 5x
y y 25. X2 +y2 =xy + 12
X2 2
10. Pl # =1 (a; b son constantes) 26. x2 + 3y2 = 2xy + 48
X 27. Calcule d?y /dx? si X2 + y? = 4xy
Woxy+e=1 12.7+In(1)=6 _ .
y X 28. Determine d?u/dt? cuandou = 1yt = —1siu® + t> =

13. xy +In(xy) = -1

15. Encuentre dx /dt si 3x? + 5t2 = 15

14. X2 + y2 = dex+y

5ut + 5

29. Encuentre d>x/dy? si x = 2y 'y = 1 cuando xX® + y3 —
3xy =3

16. Encuentre du/dysiuz +y2 +u —y =1 30. Encuentre d?y /dx2 si (x + 2)(y + 3) = 7

17. Encuentre dx /dy si x> + y3 = xy

31. Encuentre dx/dy? si x + y+ In (xy) = 2

18. Encuentre dt/dx si x> + t2 + X33 = 9 32. Encuentre d?y /dx?si x> + y2 + e¥ = 4

(19-22) Determine la ecuacion de la tangente a las curvas si-

guientes en los puntos dados.

(33-36) Determine dy para las relaciones implicitas siguientes.

33. xy +y2=3 34, Y2+ 22 —-4yz=1

166 CAPITULO 4 MAS SOBRE DERIVADAS



35.

In(yz2) =y +z 36. xe¥ + yex =

(37-40) Calcule la tasa de cambio de x con respecto a p para las
siguientes relaciones de demanda.

37.

39.
40.
41.

42.

p=V100 — 9x2 38. p= 3500
X+ 4
2pe* = 3ex/2 — Tp

X+xIn(p+1) =2

(Precio y utilidad) La relacion entre el precio p al cual es
vendido su producto y la utilidad P de una empresa es P =
6p — p2. Exprese esta relaciéon como una funcién explicita
p = f(P). Evalle las derivadas dP/dp y dp/dP y pruebe
que son reciprocas una de la otra.

(Funcion de transformacion de un producto) Una fabrica
puede hacer x miles de pares de zapatos para hombre y y
miles de pares para mujer semanalmente, donde x y y estan
relacionados por

2x3 + y3 + 5x + 4y = constante

Actualmente la fabrica esta haciendo 2000 pares de zapa-
tos para hombre y 5000 pares para mujer semanalmente.
Calcule dy/dx para los niveles de produccién actual. ,Qué
significa esto?

43.

44,

*45.

(Modelo de presa-depredador) Sean x y y los tamafios de
dos poblaciones una de las cuales es victima de la otra. En
cualquier tiempo x y y satisfacen la relacion implicita

(x+ty —h2+ (y —tx —k)? = a2
donde a, h, k y t son ciertas constantes. Calcule dy /dx.

(Fisiologia) De acuerdo aA.V. Hill la relacion entre la car-
ga F actuando en un masculo y la velocidad V de contrac-
cién o acortamiento del masculo esta dada por

(F +a)V = (F, — F)b

donde a, b, F, son constantes que dependen de la especie
particular y tipo de masculo. Pruebe que la velocidad V se
aproxima a cero cuando F — F, asi que F; representa la
carga maxima bajo la cual el musculo se contrae. Encuen-
tre dV /dF y dF /dV. Pruebe que cada una de estas deriva-
das es reciproca de la otra.

Escribiendo y = xP/@ en la forma y@ — xP = 0, mediante di-
ferenciacion implicita pruebe que (d /dx)(x") = nx"~* cuan-
do n es un nimero racional p /g.

B 4-3 DIFERENCIACION LOGARITMICA Y ELASTICIDAD

Con cierto tipo de funciones, puede utilizarse una técnica conocida como diferen-
ciacion logaritmica con el prop6sito de facilitar el calculo de la derivada. Una situa-
cién en que esta técnica puede aplicarse ocurre cuando la funcién dada consiste del
producto o cociente de varios factores, en donde cada factor puede estar elevados a
alguna potencia. Este método quizéa sea mejor explicado a través de un ejemplo.

EJEMPLO 1 Calcule dy/dx si

_ x+)vxr -2

(@ + 1)Y/3

Solucion Podriamos derivar esta funcién usando las reglas del producto y el co-
ciente. Sin embargo, aplicamos logaritmo natural en ambos lados. Luego, usando
las propiedades de logaritmos, procedemos de la siguiente manera:

Iny =

SECCION 4-3 DIFERENCIACION LOGARITMICA Y ELASTICIDAD

|

=Inx+1+InVx2—2—Inx+ 1)1/3
=Inx+1)+3Inx>—2)—FInx+1)

(x + l)\/xz—Z}

(€ + 1)1/3
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@ 13. Utilice la diferenciacion

- d
logaritmica para encontrar d—i para
las siguientes funciones:

x—1
ay=yx+1

b) y=(x + 1)2x

Respuesta

3 %:%(xil B lerl)
T -1

b) %:y(ln2+ Xh)

Ahora, derivamos ambos lados con respecto a x. Usamos la regla de la cadena de la
manera ordinaria, asi como diferenciacion implicita.

Ao dogdy 1dy
™ (Iny) dy (Iny) oy X

Después de derivar los términos de la derecha, encontramos que

1

dy 1 1 1 .
X2+ 1

1
= 2 + = . —— . 2
y dx x+1 2 (x2-2) X

1
2X — — -
3

Enseguida simplificamos y multiplicamos por y.

dy _ |1
dx y{erl

X X ]
X2 — 2 3(x2 + 1)

Podemos, si lo deseamos, sustituir y = [(x + 1) Vx? — 2] /(x> + 1)'/3 en esta ex-
presion para obtener dy/dx sélo en términos de x. @ 13

Otra situacion en que la derivacién logaritmica es de utilidad surge cuando de-
bemos derivar una funcion elevada a una potencia que es otra funcién.* Daremos
dos ejemplos, el primero elemental y el segundo mas complicado.

EJEMPLO 2 Calcule dy/dx siy = x*(x > 0).

Solucion Antes que nada, observemos que esta derivada puede encontrarse usan-
do las técnicas ordinarias de diferenciacion si primero escribimos y en la forma

y = XX = exlnx

La regla de la cadena combinada con la regla del producto nos permite determinar
dy/dx. Sin embargo, el método de diferenciacion logaritmica puede emplearse co-
mo una alternativa. Aplicando logaritmos en ambos lados,

Iny =1Inx) =xlInx

Después, derivamos con respecto a x y usamos la regla del producto en el lado de-
recho.

d _ 1
&(Iny)—(l)lnerx(X)

dy

—+ =|nx+1
dx

< |k

En consecuencia,

%zy(lnerl):xX(lnerl)

*Una funcion del tipo [/(x)]9® generalmente sélo esta definida si f(x) > 0, y esta restriccion se supone
en los ejemplos que siguen.
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EJEMPLO 3 Calcule dy/dx si
y = (x+ 1)Vt

Solucion Otra vez, el célculo se simplifica en forma considerable si aplicamos lo-
garitmos antes de derivar.

Iny =In[(&+ 1)V =Vx—1In(x2+ 1)

Podemos derivar con respecto a x (mediante la regla del producto en el lado dere-

cho).
i(lny)z a \/x3—1~In(x2+1)+\/x3—11In(x2+l)
dx dx dx
@& 14. Utilice diferenciaciég i% _ % (6 — 1)-12(3x2) - In (@ + 1) + m( : 1 . )ZX
logaritmica para determinar d—i y ox Xt
para las funciones siguientes: Simplificando y multiplicando por y, obtenemos por Gltimo
a)y =x*
b)y = (2 + 1)(x + 1)+ dy _ 2xv

2
™ y[z\/xa—ln(x +1) + 1 1 ] * 14

Con base en estos ejemplos puede verse que la esencia de este método consis-
te en los siguientes pasos:

1. Tome el logaritmo de y y simplifique el lado derecho utilizando propiedades de
logaritmos.
2. Diferencie y resuelva para dy/dx. En el paso 2 obtenemos la expresion

d

1dy
™ Iny = y

dx
Esta se denomina la derivada logaritmica de y con respecto a x.

EJEMPLO 4 Calcule las derivadas logaritmicas de las funciones siguientes:
a) ax" b) u)v(x)

Solucion

a) Siy = ax", entonces y’ = anx""*. La derivada logaritmica es, en consecuencia,

_anx"! n

y
y ax" X

Respuesta a) % =yx@2Inx + 1) En el caso especial en que n = 1,y = ax y la derivada logaritmica es 1/x.
b) Siy = u(x)v(x), entonces, por la regla del producto,
dy

= — 2
b) o 2xy[1 + In (x2 + 1)] V=t ur
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@ 15. Encuentre las derivadas
logaritmicas de las siguientes

funciones:
a)x b)ex

¢) Inx

Respuesta a)%

©)

1
x Inx

b) 1

En consecuencia, la derivada logaritmica es

y' _uvv+u _ uv 4L W

y uv uv uv

/

!
_u
u

SHES

Este resultado puede resumirse en la forma siguiente: la derivada logaritmica del pro-
ducto uv es la suma de las derivadas logaritmicas deuyv. = 15

EJEMPLO 5 Calcule dy/dx siy = x* + (1 + x)***

Solucion Ejemplos de este tipo son trampas para un estudiante incauto. Existe una
gran tentacion por aplicar de inmediato logaritmos y escribir

Iny=xInx+ @ +x)In(1 +x)

Por supuesto, un momento de reflexion nos revela el error cometido al hacerlo asi.
Lo que debemos hacer es escribiry = u + v conu = x*y v= (1 + x)1**. Se sigue que

dy du dv
-2 = +_
dx dx dx

y las dos derivadas du/dx y dv/dx pueden encontrarse por separado mediante deri-
vacion logaritmica. La primera de ellas se obtuvo en el ejemplo 2.

du
— =x(Inx +1
™ x*(In x )

En el caso de dv/dx, tenemos
nv=(1+x)In(1+x)

y por consiguiente, después de derivar con respecto a x,

dv
dx

SEE

=Inx+1) +1

En consecuencia, dv/dx = (1 + x)**™*[In (1 + x) + 1]. Sumando los valores de
du/dx y dv/dx. Obtenemos dy/dx como se requeria.

Elasticidad

Un concepto bastante utilizado en economia y administracion, y muy relacionado
con la diferenciacion logaritmica, es el de elasticidad. Presentaremos esta idea me-
diante la denominada elasticidad de la demanda.

Para un articulo dado, sea p el precio por unidad y x el nimero de unidades
que se adquiriran durante un periodo determinado al precio p, y sea X = f(p). La
elasticidad de la demanda por lo regular se denota con la letra griega 7 (eta) y se de-
fine de la manera siguiente:*

*Tenga cuidado, algunos textos definen 1 con un signo menos adicional.
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dx _ pf'(p)
f(p)

n=

= o

i

=]

Antes de resolver algunos ejemplos, estudiemos el significado de ». Supon-
gamos que el precio se incrementa de p a p + A p. Entonces, por supuesto, la can-
tidad demandada cambiard, digamosax + Ax,con x + Ax = f(p + Ap). Asi que,
Ax=f(p+ Ap) — f(p).

El incremento en el precio es A p; este incremento es una fraccion Ap/p del
precio original. También podemos decir que el incremento porcentual en el precio
es 100(A p/p). Por ejemplo, sea el precio original por unidad p = $2 y sea el nue-
vo precio $2.10. Se sigue que Ap = $0.10. Este incremento es una fraccion Ap/p
= 0.10/2 = 0.05 del precio original. Multiplicando por 100, observamos que el in-
cremento porcentual en el precio es 100(Ap/p) = 100(0.05) = 5%.

De manera similar, el cambio Ax en la demanda es una fraccion (Ax/x) de la
demanda original. El cambio porcentual en la demanda es 100(A x/x). (Obsérvese
que con un incremento en el precio, la demanda en realidad decrece, de modo que
este cambio porcentual en la demanda seré negativo).

Consideremos la razdn de estos dos incrementos porcentuales:

Ap

Cambio porcentual en la demanda ~ 100(Ax/x) _ p Ax
Cambio porcentual en el precio 100(Ap/p) X

Comparando esto con la definicion de m, advertimos que

n:_E:ApHOX Ap

p dx lim b Ax

X
Asi, la elasticidad de la demanda es igual al valor limite de la razon de cambio por-
centual en la demanda al cambio porcentual en el precio cuando el cambio en el pre-
cio tiende a cero.

Cuando el cambio en el precio es pequefio, la razén Ax/Ap de los dos incre-

mentos es aproximadamente igual a la derivada dx/dp. En consecuencia, si Ap es
pequefio,

P A _podx _
X X 1

Ap dp

y asi la razén del cambio porcentual en la demanda al cambio porcentual en el pre-
cio es casi igual a . En forma alternativa, podemos decir que cuando el cambio en
el precio es pequefio,

Cambio porcentual en la demanda = n(Cambio porcentual en el precio)

Por ejemplo, si 2% de incremento en el precio provoca que la demanda dismi-
nuya en 3%, se sigue que la elasticidad de la demanda es casi igual a (—3)/(2) =
—1.5. O bien, si la elasticidad de la demanda es —0.5, entonces un incremento del
4% en el precio conducird a un cambio en la demanda de aproximadamente
(—0.5)(4%) = —2%.
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@ 16. Determine la elasticidad
de la demanda para las relacio-
nes de demanda

ax=12-2p
b) 3x + 4p = 12
Respuesta

a)n=—L=p/(6~p)

_ ~4 _ _-p
b)m =3, T 3-p

@ 17. Para la relacion de
demanda x = 16 — 2p, ;para qué
valores de p la demanda es elastica
y para qué valores es inelastica?
(Por supuesto, suponga que p < 8).

Respuesta Elastica para p > 4,
inelasticapara0 =p < 4

EJEMPLO 6 Calcule la elasticidad de la demanda si la ecuacién de demanda es
x = k/p, con k alguna constante positiva.

Solucién Puesto que x = k/p, dx/dp = —k/p?. Por consiguiente,

a= R D <_L>:_1
x dp (k/p) \ p?
La elasticidad de la demanda es por tanto constante en este caso y es igual a —1.

Esto significa que un pequefio incremento porcentual en el precio siempre lle-
vard a un decrecimiento porcentual igual a la demanda.

EJEMPLO 7 Determine la elasticidad de la demanda si x = 500(10 — p) para cada
valor de p.

ap=2 b)p=5 c)p==©6

Solucién En este caso, dx/dp = —500. Por consiguiente,

p dx p P
== —=————(-500) = —
=% dp 50000 —p) L 209 10-p
Observamos que la elasticidad de la demanda varia, dependiendo del precio p.
a)p=2; -T2 _ 025
T 02 '

Asi que cuando el precio p = 2, el decrecimiento porcentual en la demanda es un
cuarto del incremento porcentual en el precio.
-5
b) p=75; = =-1
) P (T
Cuando p = 5, un pequefio incremento en el precio da un incremento porcentual
igual en la demanda.

_6 _
10 -6
La disminucion porcentual en la demanda es una vez y media el incremento porcen-
tual en el precio cuandop = 6. @ 16

-15

p=6  n=

La demanda puede ser directa en términos de elasticidad asi:

La demanda es elastica si n < —1;

el cambio porcentual en la demanda es mayor que el cambio porcentual en el
precio.

La demanda es inelastica si —1 < n < 0;

el cambio porcentual en la demanda es menor que el cambio porcentual en el
precio.

Si n = —1, existe una elasticidad unitaria;

el cambio porcentual en la demanda es igual al cambio porcentual en el precio.
- 17
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La idea de elasticidad puede aplicarse a cualquier par de variables que estén
relacionadas funcionalmente. Siy = f(x), la elasticidad de y con respecto a x se de-
fine como

_ xdy
=y dx

(otra vez se denota por 7). Es aproximadamente igual a la razén del cambio porcen-
tual en y al cambio porcentual en x, con tal de que estos cambios sean pequefios. Por
ejemplo, podemos hablar acerca de la elasticidad de la oferta con respecto al precio,
que es el cambio porcentual en el suministro de un articulo dividido entre el cambio
porcentual en su precio (estrictamente, en el limite cuando el incremento en el pre-
cio tiende a cero).

La elasticidad esta muy relacionada con las derivadas logaritmicas. La deriva-
da logaritmica de y con respecto a x es

d 1 dy
—(ny) == —
dx (n) y dx
La derivada logaritmica de x con respecto a si misma esta dada de manera similar por

1k _1

d
— (Inx) = =
dx (nx) X dx X
En consecuencia, se sigue que la elasticidad de y con respecto a x es igual a la de-
rivada logaritmica de y dividida entre la derivada logaritmica de x:

_ (d/d(Iny)
(d/dx)(In x)

Regresando a la elasticidad de la demanda, podemos establecer una estrecha
relacion entre esta cantidad y el ingreso marginal. La funcion ingreso marginal esta
dada por

R(x) = (cantidad vendida) X (precio) = xp

Consideremos a R como una funcién del precio unitario p. La derivada dR/dp se
denomina ingreso marginal con respecto al precio y proporciona el incremento en
el ingreso por unidad de aumento en el precio cuando estos incrementos son pe-
quefios. De R = xp, tenemos, por medio de la regla del producto,

d—R:
dp

4y = g 09X podx) _
dp(px)—x+pdp X<1+xdp> x(1 +n) @

Si la demanda es elastica, esto es, 7 < —1, entonces 1 + 1 <0, y de (1) se sigue que
dR/dp < 0. En este caso el ingreso total R es una funcion decreciente del precio p.
Similarmente, si la demanda es inelastica, esto es, —1 < n <0, entonces 1 + 1 >0
y de (2), dR/dp > 0, de modo que el ingreso R es una funcion creciente de p. Asi,

Si la demanda es elastica, un aumento en el precio causa que el ingreso dismi-
nuya.

Si la demanda es inelastica, un aumento en el precio provoca que el ingreso au-
mente.

Para elasticidad unitaria, un aumento en el precio no causa cambio en el ingreso.
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@ 18. Para la relacion

x = 12 — p?, determine

la elasticidad de la demanda
cuando

a)x=6 b)x=8 c)x=9
En cada caso, si el precio unitario
aumenta, ¢el ingreso aumenta

o disminuye?

Respuesta a) n = —2

R disminuira

b) n» = —1 (R permanecera sin
cambio)

¢) 7 = —3 (R aumentara)

EJEMPLO 8 La funcidn de demanda de cierto producto esp = 10 — O.ZW, don-
de x unidades son vendidas a un precio p cada una. Utilice la elasticidad de la
demanda para determinar si un aumento en el precio aumentara o disminuira el in-
greso total si la demanda es: a) 900 unidades; b) 1600 unidades.

Solucién Primero calculamos n; p = 10 — 0.2Vx da dp/dx = —0.1/%, de mo-
do que

_pdx  (10-02Vx)  10-02Vx 100
T7 X dp ~ x(—=0.1/VX) —0.1Vx Vx
a) Cuando x = 900, tenemos
100 4
=) - = ="
K O

Como 1 = —3 < —1, lademanda es elastica y un incremento en el precio da por re-
sultado una disminucion en el ingreso total.

b) Cuando x = 1600 tenemos

I :)crCiCios 4-3

(1-16) Emplee diferenciacion logaritmica para evaluar dy/dx en

el caso de las siguientes funciones.
1Ly= x4+ 1x— 12
2.y = (3x — 2)(3x% + 1)1/2
3.y =(x—-2)2x%2 + 1)(x — 3)?
4

_,_ 100 _ 1
K 40 2
Como n = —1/2 > —1, la demanda es inelastica y, por tanto, un incremento en el
precio causara que aumente el ingreso. @ 18
13. y = xhnx 14. y = (In x)*

15. y = x¥ 4 x1/x
16. y = (x2 + 1)x — xx*+1

(17-20) (Elasticidad de la demanda) Calcule la elasticidad de
la demanda para las siguientes relaciones de demanda.

Ly =03 = 1)(x + 1)3(x + 2)2 17. x = k/p"  (k, n constantes)
5y (x2 + 1)v3 6 y (2x2 — 3)1/4 18. x = 100(5 — p)
. v . —
X +2 X(x +1) 19.x = 504 — V/p) 20. x = 20079 — p
7 v = 2x2 + 5\1/3 21. (Elasticidad de la demanda) Si la relacion de demanda es
Y= 2x+ 5 x = 400 — 100p, determine la elasticidad de la demanda
cuando: a) p=1 b)yp=2 ¢c)p=3
8. ,/w 22. (Elasticidad de la demanda) Si la relacion de demanda es
x*—3 x,/1000 + p/8 = 1, calcule la elasticidad de la demanda
9.y =x¥ 10. y = xV* cuando: a) p=2 b)p=4 c)p==~6
11. y = e® 12. y = x* (23-26) (Elasticidad e inelasticidad de la demanda) Conside-
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re las relaciones de demanda siguientes y determine los valores
de p que hagan a la demanda: a) elastica b) ineléstica.

23. x = 100(6 — p) 24. x = 800 — 100p
25. x = 1002 — Vp)
26. x = k(a —p)

27. (Elasticidad) La relacion de demanda para un producto es
x = 250 — 30p + p?, donde x unidades pueden venderse a
un precio de p cada una. Determine la elasticidad de la de-
manda cuando p = 12. Si el precio de p se incrementa un
8.5%, encuentre el cambio porcentual aproximado en la
demanda.

(k, a constantes positivas)

28. (Elasticidad) La ecuacion de demanda para un producto
es p = V2500 — x? donde x unidades pueden venderse a
un precio de p cada una. Encuentre la elasticidad de la
demanda cuando p = 40. Si el precio de 40 disminuye en
2.25%, encuentre el incremento porcentual aproximado
en la demanda.

29. (Elasticidad) Para la relacion de demanda p = 250 — 0.5x
verifique que la demanda de x es elastica y el ingreso total
es una funcién creciente de x si 0 < x < 250. También
pruebe que la demanda es inelastica y el ingreso total es
decreciente si 250 < x < 500.

30. (Elasticidad) Para cualquier funcion de demanda lineal
p=mx + b(m < 0yb > 0) pruebe que la demanda es
eléstica si p > b/2, e ineléstica si p < b/2, y tiene elasti-
cidad unitaria sip = b/2.

31. Pruebe que n = p/(R,, — p), donde p es el ingreso prome-
dioy R es el ingreso marginal. Verifique esto para la ecua-
cion de demandap = b + mx (m <0, b > 0)

*32. (Elasticidad) La elasticidad de demanda para una funcion
de demanda p = f(x) esta dada por

n = f)/Xf"(X)

Pruebe que la elasticidad de demanda ¢ para la funcién de
demanda p = xf(x) esta dada por { = /(1 + n)

33. (Cambio de precio y elasticidad) La ecuacion de demanda
para un producto es p = 300 — 0.5x. ¢Un aumento en el
precio, incrementaria o disminuiria el ingreso total si la de-
manda semanal es:

a) 200 unidades? b) 400 unidades?

34. (Cambio de precio y elasticidad) La ecuacion de demanda
de cierto producto es x = V4100 — p2. ;Un aumento en el

precio incrementaria o disminuiria el ingreso total en el ni-

vel de demanda de:

a) 40 unidades? b) 50 unidades?

35. (Crecimiento de poblacion) Una poblacién crece de acuer-
do a la funcién de Gompertz y = pe—¢™. Pruebe que la
derivada logaritmica de y es una funcion exponencial de-
creciente de t.

B ::r-50 DEL CAPITULO 4

Términos, simbolos y conceptos importantes

4.1 Diferencial, dx y dy.
Errores, error relativo, error porcentual.

4.2 Diferenciacion implicita.

4.3 Diferenciacion logaritmica. Derivada logaritmica.
Elasticidad de la demanda; elasticidad de y con respecto
a x. Demanda elastica y demanda inelastica; elasticidad

unitaria.
Formulas
dy = f’(x) dx.

f(x + AX) = f(x) + f/(x)Ax
o bien, f(a + h) = f(a) + hf’(a)

d e Oy
5 T = 1)
Tangente horizontal: dy/dx = 0. Tangente vertical: dx/dy = 0

x_ 1
dy dy/dx
_p dx

X dp

Cambio porcentual en la demanda
~ 7 (Cambio porcentual en el precio).

. . drR
Ingreso marginal con respecto al precio: d_p =x(1+7n)
Si la demanda es elastica (alternativamente, inelastica), un

aumento en el precio provoca que los ingresos disminuyan (au-
menten).
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B R0B:MAS DE REPASO DEL CAPITULO 4

1. Establezca la veracidad o falsedad de cada una de las pro-
posiciones siguientes. Cada enunciado falso cambielo por una
proposicion verdadera correspondiente.

a) La diferencial de 3x3 es 9x?
b) Si f es una funcion lineal, entonces df = Af

d d
c) Si las derivadas d—; y d—i estan definidas y ninguna es

dx dy
cero, entonces — —— =1
dy dx
d) La derivada logaritmica de x* es x*(1 + In x)
e) La derivada logaritmica de a* es In a

f) Siy es una funcion decreciente de x, entonces, x es una
funcion decreciente de y

g) En una relacion implicita f(x, y) = 0, tanto x como y
son variables independientes

h) La diferencial de la funcién lineal f(x) = 4x + 1 es una
constante.

i) Siy es la variable independiente, entonces dy = Ay

J) Sif(x) = \/)?, se puede esperar que df sea aproximada-
mente igual a Af, pero siempre mayor que Af

k) Si f(x) = x?, se puede esperar que df sea aproximada-
mente igual a Af, pero siempre mayor que Af

I) Cuando la elasticidad de la demanda es —1, el ingreso
marginal es cero

m) Cuando el ingreso es maximo, la eslasticidad de la de-
manda es —1

n) Para larelacion de demanda x = kp~« (k, @ constantes),
la elasticidad de la demanda es constante.

2. Determine dy si y(t) = 3t2 — 5t + 1
3. Determine dy si y(t) = V2 + 5t

2 _

4. Determine dy si y(t) = t+3

5. Si y(x) = x3 —5x? + 9x — 5, evalle dy cuando x =2 y
dx =0.1

6. Siy(x) = e* 1, evalle dy cuando x = 1y dx = 0.1

7. Para la funcién y(t) = V't + 1 calcule dy y Ay cuando t =
2ydt= .05

8. Para la funcién y(t) = Int? — 3 calcule dy y Ay cuando t =
S5ydt=.1

(9-12) Por medio de diferenciales calcule un valor aproximado
de cada una de las siguientes expresiones.

9. 004 10. 8.1 V8.1
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11. In(1.2) 12. V82
13. Calcule dy/dtsi t? — 3y =t

14. Calcule dy/dt si e¥ +y + 5t = 10

15. Calcule dx/dt si xt + xt® + 2x —t = 10
16. Calcule dx/dt si In(x + t) + xt = et

17. Determine una ecuacion para la recta tangente a la grafica
de la relacién x2 + y2 = 9 en el punto (0, 3)

18. Determine una ecuacion para la recta tangente a la grafica
de la relacion xy + 5x3y? = 22 en el punto (0, 3)

19. Encuentre d?y/dx?enx = —1,y = 1,six* + 4y =5
20. Encuentre d?y/dx2enx = —1,y=1,sie+ eV =e + 1

(21-24) Mediante diferenciacion logaritmica determine dy/dx
para cada una de las siguientes funciones.

X2 —1
2l.y= X — 4
2. y=x*1
23 y: Xlllnx
2, y= VI~ X
(x + 3)%3

25. Determine dy si XY = X
26. Determine dt si ex ¥t = xa

27. (Elasticidad de la demanda) Si la relacién de demanda es
2x + 3p = 300 determine la elasticidad cuando:

a) p=45 b) p=55
c) p =50

28. (Elasticidad de la demanda) Si la relacién de demanda es
x = 50(10 — p) determine la elasticidad cuando:

a)p=4 b) p=5

c) p=55
(29-32) (Elasticidad de la demanda) Para cada una de las si-
guientes relaciones de demanda determine si la demanda es

elastica, inélastica o si tiene elasticidad unitaria, para el valor
dado del precio, p o de la cantidad demandada, x.

29. p=40—2x,x=5
30. x =200 — p, p = 100
3l.x2+p2=25p=4
32. p + x2 = 1200, x = 25

33. (Elasticidad) Dada la relacién de demanda ax + bp = c, a,
b y ¢ son constantes positivas. Determine los valores de p



34.

35.

36.

*37.

para los cuales la demanda es a) elastica; b) inelastica;
c) tiene elasticidad unitaria. Sugerencia: Utilice el hecho
quex=c—bp=0

(Elasticidad) La funcion de demanda de cierto producto es
p? + x2 = 5000, donde x unidades se venden a un precio
de p dolares cada una. Una baja en la demanda, ¢incremen-
tard o disminuira el ingreso total en un nivel de precio de

a) $40? b) $65?

(Elasticidad) Demuestre que, para la funcion de demanda
p = f(x), en un nivel de produccién que maximiza el ingre-
so total, la elasticidad de la demanda es igual a —1

(Elasticidad) Para la relacién de demanda x/50 + p/2 = 1,
determine los valores de p para los cuales: a) n = —1;
b) n = —3/2; c) eta= —1/2

(Elasticidad) Si el ingreso marginal de un producto a cier-
to nivel es de $25 y la elasticidad de la demanda a ese pre-
cio es n = —2, determine el ingreso promedio, esto es, el
precio p

38.

39.

*40.

(Elasticidad) La ecuacion de demanda para un producto es
x="V100 — p para 0 <p < 80. Determine los precios
para los que la demanda es elastica.

(Elasticidad) Con respecto a la relacion de demanda del
problema anterior, calcule la demanda cuando p = 40. Uti-
lice su respuesta para estimar el incremento o disminuicién
porcentual en la demanda cuando el precio se incrementa
en 5%, es decir, sube de 40 a 42 ddlares.

(Elasticidad) Verifique que si la relacion de demanda es
drR 1
px2 = 1000, entonces se cumple que v p (1 I ;)

R es el ingreso total.
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CASO DE ESTUDIO

CURVA DE APRENDIZAJE

Al inicio del capitulo se obtuvo la funcidn, y(t), del rendimien-
to que una persona tenia en una linea de ensamblado de circui-
tos. Esta funcion es

y(t) = 20(1 — 6*069311)

en donde y(t) es el nimero de circuitos que puede fijar en cin-
co minutos a la placa principal después de haber recibido t dias
de capacitacion.

Antes de responder a las preguntas que se formularon al ini-
cio del capitulo, a continuacion se muestra la curva de apren-
dizaje.

Circuitos fijados

20

15

10 |+

l l l l l
2 4 6 8 10
NiUmero de dias de capacitacion

El cambio del aprendizaje con respecto al tiempo es preci-
samente la rapidez (instantanea) de esta persona; sin embargo,
este cambio no es otra cosa que la derivada de la funcion y(t)
con respecto a t, es decir,

dy(t) d 0.6931t
Rl AS/ARNE _ a0 ]
ot at [20(1 — e

Si se aplican las formulas de derivacidn aprendidas hasta el
momento se obtiene

t
% = 20(0.6931)9*0.69311

Esta expresion proporciona la rapidez de aprendizaje para cual-
quier instante t. Por lo que,
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a) Larapidez de aprendizaje esta dada por 13.862e 06931t

b) Asi, por ejemplo, al final del primer dia de capacitacion, la
rapidez de aprendizaje de esta persona es 6.93; al final del
segundo dia, 3.47; al final del tercer dia, 1.73; y al final
del cuarto dia, 0.87. Todas aproximadas a dos decimales.
Notese cdmo la rapidez de aprendizaje disminuye confor-
me pasa el tiempo de capacitacion; esto significa que la ha-
bilidad aumenta pero cada vez a una razon mas pequefia.

c) Lo que mejord del segundo al tercer dia esta dado por
y(S) — y(2) = 20(1 — e70.6931 X 3) — 20(1 — e70.6931 X 2)
=175 —-15
=25

d) Para saber que sucede a la larga, ndtese que en la funcién
y(t) = 20(1 — e—0.6931t)

el término e~06%1 se hace muy pequefio conforme t —, de
modo que la funcién y(t) se hace cada vez mas cercana a 20.
Esto quiere decir que la mayor velocidad para fijar circuitos
que tendra esta persona, de acuerdo con la funcion, seré de 20
circuitos cada cinco minutos.

Con base en lo que se ha desarrollado hasta este punto,
ayude al supervisor a decidir en la siguiente situacion. De
acuerdo con las politicas de la empresa, un individuo se puede
integrar a la linea de ensamblado, si al cabo de cuatro dias
de capacitacion puede fijar 19 circuitos a la placa principal.
¢Se contrataria a esta persona para integrarse a la linea de en-
samblado?

Ahora considere el siguiente problema:

Durante dos dias, se capacita a dos personas: Dulce y Jor-
ge. A continuacion se resume en una tabla los resultados que
obtuvo cada uno de ellos.

Numero de circuitos que puede fijar en
cinco minutos al final del

Primer dia Segundo dia
Dulce 8 13
Jorge 10 15




Por otro lado, considere los siguientes criterios de seleccion. ¢A quién contrataria con el criterio 1?

I. Mayor nimero de circuitos fijados en cinco minutos des- ¢A quién contrataria con el criterio 11?

ués de cuatro dias de capacitacion. - . o
P P ¢A quién contrataria con el criterio 111?

Il. Mayor nimero de circuitos fijados en cinco minutos des-

pués de seis dias de capacitacién ¢A quién contrataria con el criterio IV?

Sugerencia: Obtenga la funcién y(t) para cada persona y grafi-

I11. Mayor velocidad de aprendizaje al final del tercer dia de que la curva de aprendizaje de cada una de ellas.

capacitacion.

IV. La persona que tenga mayor potencial a la larga, esto es, la
persona que a largo plazo llegue a fijar méas circuitos cada
cinco minutos.
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CAPITULO

Integracion

Utilidades en la produccion

La licenciada Adriana Rojas Vela acaba de asumir el pues-
to de responsable de la produccion, en una importante
compafiia dedicada a la fabricacién de portafolios. En
los archivos encontr6 informacién incompleta, acerca de los
portafolios de piel. Parte de la informacién que le dejo su
antecesor fue un documento donde se informa que el in-
greso marginal semanal esta dado por

I’(x) = 10e~%%0(50 — x)
en donde x es el nimero de articulos vendidos.

Por otro lado, estaba la gréfica siguiente que repre-
senta el costo mensual del producto.

(Dolares)
10,000

8,000
6,000
4,000
2,000

I
| |
I I
—+ -
| |
| |
1 1
20 40 60 80 100
Portafolios de piel

FIGURA 1

Por la gréfica anterior, se deduce que la funcion de
costo de 0 a 100 portafolios es lineal.

TEMARIO

5-1 ANTIDERIVADAS

También encontrd esta otra gréfica.

Utilidad
5,000 - 3-—-F-q---F--4 T
| | | | | | | |
4000} do oAb

3,000
2,000
1,000

FIGURA 2

En esta gréafica el eje horizontal representa el nime-
ro de portafolios vendidos y el eje vertical la utilidad en
dolares por la venta de x portafolios en una semana.

Con base en la informacién que pudo recopilar, la li-
cenciada Adriana quiere responder las siguientes preguntas:

a) ¢Cual es la ecuacion de demanda del producto?

b) ¢Cuadl es la funcién de costo de la empresa?

c) ¢A cuanto ascienden los costos fijos mensuales?

d) ¢Cual es la funcion de utilidad para el producto?

e) ¢Cual es el plan de produccién semanal 6ptimo?

Después de estudiar este capitulo y repasar las de-
finiciones de capitulos anteriores, ayude a la licenciada
Adriana a responder las preguntas.

5-2 METODO DE SUSTITUCION

5-3 TABLAS DE NTEGRALES

5-4 INTEGRACION POR PARTES
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B 5-1 ANTIDERIVADAS

@ 1. a) (Cual es la antiderivada
de 2x?

b) ¢De qué funcion es In x una
antiderivada?

Respuesta a) x2 + C, en donde C
es una constante arbitraria
b) x1

Hasta ahora en nuestro estudio del calculo, nos hemos ocupado del proceso de dife-
renciacion (esto es, el calculo y aplicacion de las derivadas de funciones). Esta par-
te del tema se denomina célculo diferencial. Enseguida abordaremos el segundo
campo de estudio dentro del area general del calculo, denominado célculo integral,
en el que nos interesara el proceso opuesto a la diferenciacion.

Hasta ahora hemos visto que si s(t) es la distancia recorrida en el instante t por
un movil, la velocidad instantanea es v(t) = s'(t), la derivada de s(t). A fin de calcu-
lar v, s6lo derivamos s(t). Sin embargo, puede suceder que ya conozcamos la funcién
velocidad v(t) y se requiera calcular la distancia recorrida s. En tal situacién, cono-
cemos la derivada s’(t) y buscamos la funcion s(t), una etapa opuesta a la diferencia-
cién. Como otro ejemplo, podemos estar manejando un modelo de costos en que el
costo marginal es una funcién conocida del nivel de produccién y necesitamos calcu-
lar el costo total de producir x articulos. O bien, podriamos conocer la tasa de pro-
duccion de un pozo de petréleo como funcién del tiempo y debemos calcular la
produccion total durante cierto periodo.

El proceso de determinar la funcién cuando se conoce su derivada se llama in-
tegracién, y la funcién a determinar se denomina la antiderivada o la integral de
la funcion dada.

Con el objetivo de evaluar la antiderivada de alguna funcion f(x), debemos en-
contrar una funcién F(x), cuya derivada sea igual a f(x). Por ejemplo, supongamos
que f(x) = 3x2. Puesto que sabemos que (d/dx)(x®) = 3x?, concluimos que pode-
mos elegir F(x) = x3. En consecuencia, una antiderivada de 3x3 es x3.

Sin embargo, debe observarse que esta respuesta no es Unica, porque las funcio-
nes x3 + 4 y x8 — 2 también tienen 3x? como derivada. De hecho, para cualquier
constante C, x3 + C tiene derivada 3x?; en consecuencia, x® + C es una antideriva-
da de 3x2 para cualquier C. La constante C, que puede tener un valor arbitrario, se
conoce como constante de integracion.

El aspecto comin a todas las antiderivadas es la no unicidad: se les puede
sumar cualquier constante sin destruir su propiedad de ser la antiderivada de una
funcion dada. Sin embargo, ésta no es la Unica ambigliedad que existe: si F(x) es
cualquier antiderivada de f(x), entonces, cualquier otra antiderivada de f(x) difiere
de F(x) s6lo por una constante. Por tanto, podemos decir que si F’(x) = f(x), enton-
ces, la antiderivada general de f(x) estd dada por F(x) + C, en donde C es cualquier
constante. @ 1

Ya que la constante de integracion es arbitraria (es decir, puede ser cualquier
namero real), la integral asi obtenida recibe el nombre méas propio de integral inde-
finida. Algunas veces diversos métodos de evaluar una integral pueden dar la res-
puesta en diferentes formas, pero siempre se dara el caso en que las dos respuestas
solo difieren por una constante.

La expresion

[ 100 o
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@ 2. Encuentre a) f x4 dx

b) [ 2 dx

Respuesta a) ix® + C

b) £x3/2+C
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se utiliza para denotar a un miembro arbitrario del conjunto de antiderivadas de f.
Esta se lee como la integral de f(x), dx. En tal expresion, la funcién f(x) por inte-
grar se denomina el integrando y el simbolo | es el signo de integral. El simbolo

[ ax

indica la integral, con respecto a x, de ... Es el inverso del simbolo

d

o

que significa derivada, con respecto a x, de ... El signo de integral y dx van jun-
tos. El signo de integral indica la operacion de integracion y dx especifica que la va-
riable de integracion es x. El integrando siempre se coloca entre el signo de integral
y la diferencial de la variable de integracion.

Si F(x) es una antiderivada particular de f(x), entonces,

[ 100 dx = Fpo + ©
en donde C es una constante arbitraria. Por ejemplo,
J3x2dx:x3+C 1)

A partir de la definicion de integral, es claro que

e e = e

Esto es, el proceso de diferenciacion neutraliza el efecto del proceso de integracion.

Estableceremos varias formulas de integracion simple y estandar. La primera
de éstas se conoce como la formula de la potencia; nos indica cémo integrar cual-
quier potencia de x con excepcion de la reciproca de X.

Primero considere [ x2 dx. Debemos buscar una funcién cuya derivada sea x2.
Como vimos antes, la derivada de x® es 3x2. Por tanto, la derivada de $x3 es $(3x?) =
X2 Asi que [ x2dx = 1x3 + C.

Ahora, considere [ x3 dx, que representa a una funcién cuya derivada es x3.
Pero la derivada de x* es 4x3 y, por consiguiente, la derivada de +x* es +(4x3%) = x.
Por tanto, [ x®dx = #x* + C. @ 2

Ahora es fécil ver como se generaliza esto:

Xn+l

n+1

fx" dx = +C (n#1) (Férmula de la potencia)




@ 3. Utilizando la formula para la
potencia, encuentre

a) fx“‘ dx b) fu3/4 du

Respuesta

a) —3x3+C b) Ju/4+C

Asi, si se quiere integrar cualquier potencia de x con excepcién de la recipro-
ca de la primera potencia, debemos aumentar la potencia en 1, luego dividimos
entre el nuevo exponente y, por Gltimo, sumamos la constante de integracion ar-
bitraria.

Esta formula se obtiene a partir de la formula correspondiente para derivadas.
Observemos que

+1
d(xn >= ! i(x““)z ! (n + 1)xn=xn

dx\n+1/ n+1 dx n+1

En consecuencia, dado que la derivada de x™*!/(n + 1) es x", una antiderivada de x"
debe ser x™1/(n + 1). La antiderivada general se obtiene sumando la constante de
integracion.

EJEMPLO 1

J‘Bd 3+1 C X4 C 3
a) | x x= g 7 tC="+ (n=23)

1 X—2+l X—l

_ — -2 - - -

b)fxzdx fx dx _2+1+C _1+C
:—%+c (n=-2)
1 [+ _ ot _ _ 1
C)Jﬁdt—ftl/zdt—(_%+1)+C—2\/E+C (n= -1
0+1

d)fdx:fldx=fx0dx:0+l+c=x+c (n=0)
- 3

Varias formulas que dan antiderivadas de funciones simples aparecen en la ta-
bla 1. Cada formula se establece por segunda vez con la variable u en vez de x.
Todos estos resultados se obtienen a partir de los resultados correspondientes para
derivadas. La formula 2 requiere algun comentario. Si x > 0, esta formula es correc-
ta, ya que |x| = x, y sabemos que
d

—Inx—i
dx X

TABLA 1 Integrales elementales estandar
Xn+1 un+1
. n ES = + — n — +
1jxdx 1 C (n#-1) o fudu —— C
2.fidx:ln|x|+c 0 fldu:ln|u|+c
X u
3.fexdx:ex+c 0 fe“du:e“+C
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@ 4. Determine a) f%dx

b) [ 4¥tan

Respuesta a) 2 In|x|+c

b) 3t42 + C

184 capiTULO 5
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Puesto que 1/x es la derivada de In x, se sigue que la antiderivada de 1/x debe ser
In X, més la constante de integracion.

Cuando x < 0, tenemos que |x| = —x. Por consiguiente,
d d 1 1
— =—In(—x)=-—-(-1) ==
dx nlx| dx n (=) (—x)( ) X

en donde la derivacion se realiz6 mediante la regla de la cadena. Asi que, 1/x es
la derivada de In| x| para x < 0, asi como si x > 0. Por tanto, la antiderivada de 1/x
debe ser In|x | + C, como se dio en la tabla, para toda x # 0.

Ahora probamos dos teoremas que simplificaran el algebra de integracion.

TEOREMA 1 La integral del producto de una constante de una funcion de x es
igual a la constante por la integral de la funcién. Esto es, si ¢ es una constante.

[ ero de=c [ 709 dx

EJEMPLO 2
X3
Xdx=3|xdx=3-—+C=x3+C
a)f X2 dx fx X 3 X

b) JZede=2fede=2eX+C

C)J5dx=5fldx:5x+c -« 4

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 1 Tenemos que

%[cff(x) dx] = c%“ ) dX] =cf(

Por consiguiente, cf(x) es la derivada de ¢ J f(x) dx, y asi a partir de la definicion
de antiderivada, se sigue que ¢ J f(x) dx debe ser la antiderivada de cf(x). En otras
palabras,

[eroax=c| 1o dx

lo cual prueba el resultado.

Como resultado de este teorema, se sigue que podemos sacar cualquier cons-
tante multiplicativa del interior del signo de integral.



Precaucion Las variables no pueden sacarse del signo de integral. Por ejem-
plo,

fxe—xdx #xfe‘x dx

TEOREMA 2 La integral de la suma de dos funciones es igual a la suma de sus in-
tegrales.

[ 170 + 9001 dx = [ £00 dx + [ gx) de

Observacién Este resultado puede extenderse a la diferencia de dos funcio-
nes o a cualquier suma algebraica de un namero finito de funciones.

@ 5. Encuentre EJEMPLO 3 Calcule la integral de (x — 3/x)?

2
a)f%dx

b) [ @+ Voydy

Solucion Desarrollamos (x — 3/x)? con el objetivo de expresar el integrando co-
mo una suma de funciones potencia.

f(x—%)zdx:f(xz—m%)dx

=fx2dx—f6dx+J'9X*2dx

=fx2dx—6f1dx+9fr2dx

X2+1 6 9 X*2+1 C
= —Bx + n
2+1 TV o
X3
=——-6x——+C
3
— 2 3
EJEMPLO 4 Encuentre la antiderivada de 3 — ot Jtrz et
Solucion
p— 2 3
3 — 5t + 78 + t dt:j(i_EJﬂH)dt
t? 2t

=3ft—2dt—5f%dt+7j1dt+ftdt

—2+1 1+1
t —5inlt]+ 7t

=3 +C

3 t?
Respuesta  a) x2+3In|x|+cC :_T_5|n|t|+7t+5+c -5

b) v+ 3v¥2+ 1v2+C
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@ 6. Encuentre g(x), si
g =1-2xyg(0) =4

Respuesta g(x) =x — x2+ 4
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DEMOSTRACION DEL TEOREMA 2

%Uf(x) dx + [ o) dx] =%Uf(x) dx} +%U 9(x) dX]
= f(x) + 9(x)

En consecuencia, f(x) + g(x) es la derivada de | f(x) dx + | g(x) dx, y asf por la de-
finicion de antiderivada,

[ 100 + g9 dx = [ £ dx + [ g0) dx

EJEMPLO 5 Determine f(x), si f1(x) = (x* + 1)(@x-3)y f(1) =5

Solucion Desarrollando los paréntesis, obtenemos f1x) = 4x3 — 3x2 + 4x — 3
Utilizando los teoremas anteriores, la antiderivada es

F(¥) = 4(Gx% — 33X +4(G5x) — 3 + C
=xt-x+2x%-3%+C

en donde C es una constante desconocida. Pero en este caso se nos da la informacion
de que f(1) = 5, y esto nos permite determinar el valor de C. Como f(1) = 1* — 13 +
2:12—-3-1+C=C-1=5.Por consiguiente, C = 6, y asi

fX)=x-x3+2*-3x+6 @ 6
EJEMPLO 6 (Costo extra de produccion) Una compafiia actualmente produce 150
unidades por semana de producto. Por experiencia, saben que el costo de producir
la unidad nimero x en una semana (esto es, el costo marginal) esta dado por
C1x) = 25 — 0.02x
Suponiendo que este costo marginal ain se aplica, determine el costo extra por se-
mana que deberia considerarse al elevar la produccion de 150 a 200 unidades por

semana.

Solucion El costo marginal es la derivada de la funcién de costo. En consecuen-
cia, la funcion de costo se obtiene integrando la funcion de costo marginal.

) = | C0 dx = [ (25 - 0.024) ox

2
= 25x — (0.02) X? + K = 25x — 0.01x2 + K

en donde K es la constante de integracion. No tenemos la informacién suficiente
para determinar el valor de K. Sin embargo, deseamos calcular el incremento en el
costo que resulta de elevar x de 150 a 200 [esto es, C(200) — C(150)].

C(200) = 25(200) — 0.01(200)? + K = 4600 + K

C(150) = 25(150) — 0.01(150)? + K = 3525 + K



@ 7. Determine la funcion de
costo, C(x), en dolares, dado que
el costo marginal es C’(x) = 200 +
2x — 0.003x2y los costos fijos son
$22,000

Respuesta
C(x) = 22,000 + 200x
+ x2 — 0.001x3

por consiguiente,
C(200) — C(150) = (4600 + K) — (3525 + K) = 1075

El incremento en el costo semanal seria por tanto $1075. Notese que la constante
desconocida K no aparece en la respuesta final. @ 7

EJEMPLO 7 (Ingreso y demanda) El ingreso marginal de una empresa esta dado
por
R’(x) = 15 — 0.01x

a) Determine la funcidn de ingreso.
b) Encuentre la relacion de demanda para el producto de la empresa.
Solucién

a) La funcién de ingreso R(x) es la integral de la funcién de ingreso margi-
nal. Asi que

RO = [ R0 dx = [ (15 — 0.01x)d
X2
= 15x — 0.01 E} + K = 15x — 0.005x2 + K

en donde K es la constante de integracion. A fin de determinar K, usamos el hecho
de que el ingreso debe ser cero cuando no se venden unidades. Es decir, si x = 0,
R = 0. Haciendo x = 0 y R = 0 en nuestra expresion de R(x), obtenemos

0 = 15(0) — 0.005(0%) + K
lo que da K = 0. Por consiguiente, la funcion de ingreso es

R(x) = 15x — 0.005x?

b) Si cada articulo que la empresa produce se vende a un precio p, se sigue
que el ingreso obtenido por la venta de x articulos esta dado por R = px. Asi que

px = 156x — 0.005x2 o bien p = 15 — 0.005x

que es la relacion de demanda requerida.

I £j:rCiCIOs 5-1

(1-52) Determine las integrales de las siguientes funciones. . e3 8 xIn3
L= . xIn
1. X 2. Vx X
3. 1/x3 4. 1/Vx
/ / 9. 1 10. 3x + 1
5. 7x 6. In2 xIn2 3x
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11.

13.

15.

17.

19.

20.

21.

23.

25.

27.

29.

31.

33.

34.

35.

36.

*38.

40.

*42.

44,

45.

22 12,
X e
(e2 — 29)ex 14.
In2
By 16.
7

x7+7x+;+7 18.
7x2—3x+8+£+£2

X X

3x2—5x+%+2e3

X2 + ex2

V3x

eXe+1

e+ X+ e + X

x+2)(x + 3) 22. (x — 2)(2x + 3)
x+1)Bx—2) 24, (x +3)(2x — 1)
(x + 2)? 26. (2x — 3)?
(x + i>z *28. (x — 1)3
X X
3\2
(2x - ;) 30. x2(x + 1)?
2 3\
Ax + —= 32. (Vx+ —)
X (X w) ( SRRV
x3(x + 1)(x + 2)
1 2
+ E— [ —
(V3 -5
1
+ R
(x 2)<3x x)
+ + 3
(x 2)§x 3) 37 In x
X In x2
In x2 . In x
In x 39 In V'x
eX
X | 41.
e“In 3 In2
ex+2
pys 43. emu2+ 1)
e3|nx
VX +7
2 —
(VX + 3) 6. o
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3x4 — 12

R 2 Inx
a7 =, 48. e
4 — X
49, X eln(x+1) 50.
VX + 2
2x — 18 X—8
51. *52.
VX + 3 2 — VX

(53-58) Encuentre las antiderivadas de las siguientes funciones
con respecto a la variable independiente segln el caso.

53. 4x3+3x2+2x+1+l+i3
X X

3

54. 3¢t — 583 + 7 + T 55. Vu(u? + 3u + 7)

2y + 7y2 — 6y +
5, 1Y 6y +9
3y

57. Vx(x + 1)(2x — 1)

(t — )2
8. VA

(59-62) EvalUe las siguientes integrales.

143X+ 7@ —2¢
59.] XTI o
X

@t + 1)
60. j St
61. f(sez e+ 24 4e") do
9

62. [ (Vay + 12 dy

63. Encuentre f(x) si f'(x) = (x + 2)(2x — 3)y f(0) = 7

2t + 3
t

64. Encuentre f(e) si f'(t) = y f(1) = 2e

65. (Velocidad y distancia) La velocidad del movimiento en el
instante t es (t + V/t)2 Calcule la distancia recorrida en
el instante t

66. (Aceleracion) La aceleracion de un mévil en el instante t es
3+ 0.5t

a) Determine la velocidad en cualquier instante t si la ve-
locidad inicial en t = 0 es de 60 unidades.

b) Calcule la distancia recorrida por el mévil en el instan-
te t si la distancia es cero cuando t = 0



67.

68.

69.

70.

71.

72.

(Costo marginal) La funcion de costo marginal de una em-
presa es C{(x) = 30 + 0.05x

a) Determine la funcién de costo C(x), si los costos fijos
de la empresa son de $2000 por mes.

b) ¢Cuanto costara producir 150 unidades en un mes?

c) Si los articulos se pueden vender a $55 cada uno,
{cuantos deben producirse para maximizar la utilidad?
(Sugerencia: véase pagina 570).

(Costo marginal) El costo marginal de cierta empresa esta
dado por C’(x) = 24 — 0.03x + 0.006x2. Si el costo de pro-
ducir 200 unidades es de $22,700, encuentre:

a) la funcion de costo;
b) los costos fijos de la empresa;
c) el costo de producir 500 unidades.

d) Si los articulos pueden venderse a $90 cada uno, deter-
mine el nivel de produccion que maximiza la utilidad.

(Costo marginal) El costo marginal de los Productos ABC
es C(x) = 3 + 0.001x y el costo de fabricar 100 unidades es
$1005. ¢ Cudl es el costo de producir 200 unidades? Los ar-
ticulos se venden a $5 cada uno. Determine el incremento
en la utilidad si el volumen de venta se incrementa de 1000
a 2000.

(Costo marginal) El costo marginal de cierta empresa es
C1x) = 5 + 0.002x. ¢Cuales son los costos totales varia-
bles de fabricar x unidades?

(Ingreso marginal) La funcion de ingreso marginal de cier-
ta empresa es

R1x) = 4 — 0.01x

a) Determine el ingreso obtenido por la venta de x unida-
des de su producto.

b) ¢Cual es la funcion de demanda del producto de la em-
presa?

(Ingreso marginal) La funcion de ingreso marginal de cier-
ta empresa es

R'(X) = 20 — 0.02x — 0.003x2

N 5-2 METODO DE SUSTITUCION

73.

*74.

*75.

76.

a) Encuentre la funcion de ingreso.

b) ¢Cuanto ingreso se obtendra por la venta de 100 unida-
des del producto de la empresa?

c) ¢Cudl es la funcién de demanda del producto de la em-
presa?

(Utilidad marginal) La funcion de utilidad marginal de
una empresa es P{(x) = 5 — 0.002x y la empresa obtiene una
utilidad de $310 al venderse 100 unidades. ¢ Cual es la fun-
cién de utilidad de la empresa?

(Consumo de agua) Durante el verano, en cierta ciudad, el
consumo de agua (millones de galones por hora) esta dado
por la siguiente funcion.

1 sio=t<6

t—5 sie=t<9
=14 sig=t<21

2%t  si2l=t<24

donde t es el tiempo en horas durante el dia (reloj de 24
horas). Determine el consumo total entre las 6 A.M. y las
9 A.M. y el consumo total durante un dia completo.

(Demanda telefénica) Durante la jornada laboral (8 A.M. a
5 p.M.) el nimero de llamadas telefénicas por minuto que
pasan por un conmutador varia de acuerdo con la férmula

5t sio=t<1
5 sils=t<4
f@®) =10 sid=t<5
3 sis5=t<8
27 — 3t sig=t<9

donde t es el tiempo en horas, medido a partir de las 8 A.Mm.
Calcule el nimero total de llamadas durante la jornada la-
boral. ;Cuantas llamadas hay entre las 8 y las 11 A.M.?

(Crecimiento de poblacion) Una poblacién de insectos cre-
ce de un tamafio inicial de 3000 a un tamafio p(t) después
de un tiempo t (medido en dias). Si la razdn de crecimien-
to es 5(t + 2t?) en el tiempo t, determine p(t) y p(10).

No todas las integrales pueden evaluarse en forma directa usando las integrales es-
tandar expuestas en la seccion previa. Sin embargo, muchas veces la integral dada
puede reducirse a una integral estandar ya conocida mediante un cambio en la va-
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riable de integracion. Tal método se conoce como método de sustitucién y corres-
ponde a la regla de la cadena en diferenciacion.
Suponga que F es una antiderivada de f, de modo que

[ 700 dx=Feo + ¢

En esta ecuacion podemos cambiar el nombre de la variable de x a u:

[ £ du=F@) +c

Ahora el teorema bésico del método de sustitucion establece que podemos reempla-
zar u por g(x), en donde g es cualquier funcion diferenciable, no constante, y esta
ecuacion permanece siendo verdadera. En este reemplazo, du se trata como una di-
ferencial, en otras palabras, du = g/{x)dx. Asi tenemos:

TEOREMA 1 Si [ f(u) du = F(u) + C, entonces,

| #0079/ dx = Flge] + €

para cualquier funcidn diferenciable g que no sea una funcion constante.

Ilustramos este teorema con algunos ejemplos antes de demostrarlo. Inicia-
mos con la férmula de la potencia

n+1

+1

u
Ju"du=n +C (h# -1
que corresponde a tomar f(u) = u"y F(u) = u"*t/(n + 1). Entonces, de acuerdo con
el teorema 1, debemos reemplazar el argumento u en estas dos funciones por g(x):

flO01 =[9WI" vy Flox)] = [gn(XT)];l

Entonces, en este caso particular el teorema establece que

[ oo g9 ax = L= s ¢ o2 -1

En este resultado, g(x) puede ser cualquier funcion diferenciable que no sea
constante. Por ejemplo, tomamos g(x) = x> + 1y n = 4. Entonces g’(x) = 2x y ob-
tenemos

2 4+1
(x*+1) +
4+1

[ oo+ 1y 2c0x = C

Después de dividir entre 2, esto se transforma en

2 5
x?+1) n

[ 0@+ 1ymadx = C,



@ 8. Establezca los resultados
que se obtienen a partir de la
férmula para la potencia tomando
a) gx) =x2+1yn=1%

b) gx) =Inxyn= -2

Respuesta

a)j\/x2+1-2xdx
=42+ 12+ C
1 1
——dx=——"—"+
b) fx(ln X)? dx In x ¢

en donde C, = C/2. (Obsérvese que C, aun puede ser cualquier constante, ya que
el dividir entre 2 no altera la arbitrariedad).

Como otro ejemplo més, tomemos g(x) = In x y n = 2. Puesto que g’(x) es
ahora 1/x, obtenemos el resultado

2 3
[ (InXx) i — (In3x) C es

Es claro que al elegir diferentes funciones f(x) y g(x), pueden evaluarse una
gran cantidad de integrales. Cuando en realidad usamos este método de sustitucion
con el prop6sito de evaluar una integral dada, es necesario reconocer como elegir
estas funciones en tal forma que la integral dada se exprese en la forma f(u) du
cuando sustituimos u = g(x), con f una funcion lo bastante simple para que la nueva
integral pueda evaluarse con facilidad. Desarrollaremos esto més tarde, pero antes
nos detendremos a demostrar el teorema.

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 1 Sea u = g(x). Por la regla de la cadena,

IV R R TP
SOFLO0T = (W) = 2R - o = FWg0) = flg6lg’(0)

En consecuencia, por la definicién de antiderivada, se sigue que

| FIa0019700 dx = Flg()] + C

como se reque”,a.
EJEMPLO 1 Evalie | (¢ + 3x — 7)5(2x + 3) dx

Solucion Observamos que la diferencial de x2 + 3x — 7 esigual a (2x + 3) dx, que
aparece en la integral. Por tanto, hacemos x2 + 3x — 7 = u. Luego, (2x + 3) dx =
du. Usando esta sustitucidn, la integral se reduce a

6
f(x2+3x—7)5(2x+3)dx=fu5du=%+C

=%(x2+3x—7)6+C

en donde sustituimos el valor de u otra vez.

EJEMPLO 2 Calcule | Tix dx

Solucion La integral dada es

fxlixdxzfﬁ'%dx
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@ 9, Establezca las sustitucion
y evalUe la integral en cada uno
de los siguientes casos:

2X
@fﬂ+2w

b) fx—llnxdx c) fxexzdx

Respuesta
a) Inlx+2l+Ccu=x+2)
b) 2VInx + C (u=Inx)

) 32 +Cu=x)
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Obsérvese que hemos separado el integrando de tal manera que la expresion (1/x)
dx ocurre como un factor distinto. Esta es la diferencial de In x, y mas adn, el resto
del integrando también es una funcién simple de In x. De modo que hacemos In x =
u. Se sigue que (1/x) dx = du. La integral dada se reduce ahora a

fxlixdxzfﬁ'%dhf%-duﬂn|u| +C

=In |Inx| +C

después de sustituir u = In x

A partir de estos ejemplos observamos que la técnica apropiada al utilizar el
método de sustitucion consiste en buscar una funcién u = g(x) con una diferencial
g’(x) dx que aparezca en la integral original. El resto del integrando debe ser una
funcidn simple de u. La eleccion de la sustitucion no es del todo obvia, pero pron-
to aprenderemos por experiencia cdmo reconocer la correcta.

EJEMPLO 3 Evalte | ex5(2x — 5) dx

Solucion Observemos que (2x — 5) dx aparece en la integral y esta cantidad es la
diferencial de x2 — 5x. En consecuencia, hacemos u = x2 — 5x. Luego, du =
(2x — 5) dx y la integral se transforma en

fex2*5x(2x —5)dx = Je“ du=e'+C=e">+C

Algunas veces, la diferencial exacta apropiada no aparece en la integral mis-
ma, sino que la funcién debe multiplicarse o dividirse por cierta constante. Esto se
ilustra en los siguientes ejemplos.

EJEMPLO 4 Calcule f x2e¥+1 dx

Solucion La derivada de x3 + 1 es 3x2. Puesto que la expresion x2 dx aparecen en
el integrando, esto nos sugiere hacer u = x3 + 1. Luego, du = 3x2dx, y asi x2 dx =
$ du. Asi,

foeX”l dx = fe“(%du) = %f eldu=iet +C=1e"t1+C @9

EJEMPLO 5 Encuentre J V2x + 3 dx

Soluciéon Escribiendo u = 2x + 3, encontramos que du = 2dx, esto es, dx = +du



Se sigue que
J\/Zx+3dx=f\@-%du =%fu1/2du

=2-2u2+C=42x+3)p2+C

El ejemplo 5 es uno de un tipo especial de sustitucion denominada sustitu-
cién lineal. En el teorema 1 elegimos u = ax + b, en donde a y b son constantes (a
# 0). Esto es, g(x) = ax + b y g’'(x) = a. Entonces, el enunciado del teorema se
transforma en

| Flax+b)-adc=Flax +b) + C,
Dividiendo todo entre a y denotando C,/a = C, tenemos el siguiente

TEOREMA 2

Si [ f)dc=F@) +C entonces [ f(ax + b) dx = %F(ax by +C

en donde a y b son dos constantes cualesquiera (a # 0). En otras palabras, para
integrar f(ax + b), manejamos (ax + b) como si fuera una sola variable, y después
dividimos la integral resultante entre a, el coeficiente de x.

El teorema 2 es una poderosa herramienta y puede generalizar cada integral
de la tabla 1 (véase la seccion 5-1) reemplazando x por ax + b (a # 0). Esto nos
conduce a los tipos de integrales listados en la tabla 2.

TABLA 2
oy 1 (ax+ bt
1.fxndx—n+1+<:(n¢—1) 1.f(ax+b)“dx—a T rc
@a#0,n# -1)
1 1 1
[ Zdx= . ==. +bl+
2 jxdx In|x|+c 2 faXerdx ~-Infax+b|+C (a0
eax+b
3. [erdx=etC 3. [emtoax = +C@a+0)

EJEMPLO 6 Evalie | (3« — 7)dx
Solucién Por el primer resultado general de la tabla 2,

(ax + byt

[ (ax + by dx = D
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@ 10. Utilizando una sustitucion Debemos hacera = 3,b = —7 y n = 5 en esta férmula general con el objetivo

lineal apfolpiad& evalle: de evaluar la integral requerida.
a) fi_ dx
Vas X (3x — 7)5+ 1
N [ax-rpa= S0 e S @-1p+c
b) | o @5 + 1) 18
EJEMPLO 7 Calcule | e5-3 dx
Solucion Haciendoa = —3y b = 5 en la férmula 3 de la tabla,
5—3x

fe5*3xdx= +C=—%e5*3X+C

(=3)
EJEMPLO 8 Evaliie f VT = X dx

Solucion Nuevamente este ejemplo puede resolverse por medio de una sustitucion
lineal, aunque no es dificil hacerlo directamente como en los ejemplos 6 y 7. Toma-
mos u = 1 — x, de modo que du = —dx. El factor V1 — x en el integrando se trans-
forma en VU, ya que x = 1 — u. Asi,

[xVI=xdx= [ (@ - wVi(—du) = - [ @2 - w72 du
Respuestas
a) —3V2-7x+C 2 2
u=2-7x = ——=uw2+=u32+ C
b)(x—2)+2|n|x—2|+ 3 S
C=x+4In|x-2]|+cC, ) )
(u=x-2) = —5(1—x)3/2+€(1—x)5/2+0 « 10

I -)crCiCiOs 5-2

(1-14) Por medio de una sustitucion lineal o aplicando el teo- 5 o2
rema 1 evalde las siguientes integrales. 1 fg dx 12. f 5 dx
@2+3 g3 \2
1. J(ZX + 1)7 dx 2. f V3x — 5 dx 13. f o dx 14. f(ex—l) dx
1 1 15-64) Medi itucio iad tre las si-
3. dt 4 [ —— ( ) Mediante una sustitucion apropiada encuentre las si
f (2 — 5t)? f V5 — 2x guientes antiderivadas.
1 1
. . 15. | (x2 + 7x + 3)4(2x + 7) dx
5f2y_ldy 6. [ 7o K )4(2x + 7)
2u—1 2x+3 16. | (X + 2)(2 + 4x + 2)10 dx
7.f4u2_ldu 8. 9 — 4 dx f
2x + 3
9. J’e3x+2 dx 10. feHX dx 1. f (X2 + 3x + 1)3 o
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18.

19.

21.

23.

25

26

27.

28.

29.

31.

33

35.

37.

39.

41.

43.

45.

47.

49.

JZXZX—;i—l

[ xvE =T ax

fxz)j-ldx

t2
fv3t3+8dt
\f+7)5
' Vx

| Vrarvs @
W+ V) &

f tet? dt

ex"
f prn dx

.fﬂdx

X
/ s X

f x2ex® dx

eX

@3
f37e3x o

X + ex
f dx

e)( — e*X

In x
—dx

\/Inxd
X

[ V@ -+ x Vi ax

fx\/§(1+x2\/§)4dx

f (2x — 1)e** dx

eX
J @+ 1

20. fxv3x2 + 4 dx

24. Jtz\/l + t3dt

30. [ xer dx

X2 + x72
f dx

x3 — 3x71

38. fx“*leXn dx

1
20. [ <o o

eX
42. Jex+1 dx
ex/2

44, f—l o dx

o[22 g

ex + e~X
1
48.
j xVin x
1
50. X(1 + In x)* dx

1 s In(x + 1)

51. | ~(Inx)? dx 52. j7x+l dx
1
5. | X1+ 1w &
1

54 f x+3)In(x+3) d

3t +1 y
5. | @D o 56. Ji\/lTyz dy
57. f(x+2) VX2 + 4x + 1dx
53 f&d

VX +2x+ 7 X

J[lﬁggil x2+In x

50. | = o 60. [ exinxdx
t2 t3

61 [ — o 62 [ ——d
63. [ x VX + Lo
(Sugerencia: Haga Vx +1=uox+ 1= u?
64. [ VX3
65. Encuentre g(x) si g’(x) = x/Vx2 + 1si g(0) = 2

66.

Encuentre f(e) si f/(xX) = (x + xInx)"ty f(1) =0

(67-72) Si f'(x) = g(x), calcule las siguientes integrales.

67.

69.

71.

73.

74.

[ a(x) dx 68. [ xg0e) d
| g(\\//__) dx 70. [ e g(e x

fX‘l g(In x) dx 72. JXZ g(x®) dx
(Costo marginal) El costo marginal (en délares) de una com-
pafiia que fabrica zapatos esta dado por

C/(X) = —— V2 + 2500
1000
en donde x es el nimero de pares de zapatos producidos.
Si los costos fijos son de $100, determine la funcion de
costo.

(Costo marginal) Un industrial textil tiene un costo margi-
nal (en ddlares) por rollo de una tela particular dado por
C’(x) = 20xe%%2, en donde x es el nimero de rollos pro-
ducidos de la tela. Si los costos fijos ascienden a $1500,
determine la funcion de costo.
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75.

76.

77.

(Tasa de desempleo) Durante una crisis econémica recien-
te, el porcentaje de desempleados creci6 a razén de

formula

1,200,000
Py = B
oy Dl O~ &+ 16007
(1 +e01 donde t es el tiempo (en dias) a partir del inicio de la pro-

donde t es el tiempo en meses. Dado que ent = 0 habia 4%
de desempleados, ¢qué porcentaje estaba desempleado:

a) 10 meses después? b) 20 meses después?

(Recurso natural) Actualmente una compafiia maderera
tiene una reserva de 100 millones de pies de madera en ta-
blones. La razén a la cual esta compafiia corta y vende la
madera es R(t) = 3e%%t millones de pies por afio, donde t
es el tiempo en afios medidos a partir de ahora. Calcule la
reserva que quedara después de t afios. ¢Cuantos afios du-
rard la reserva sin ninguna reforestacion?

(Produccion petrolifera) La razén de produccién de un po-
zo petrolero en barriles diarios varia de acuerdo con la

78.

79.

duccién. Calcule la produccion total hasta el tiempo t.
También encuentre la produccion total posible, esto es, lim
P(t) t—00

(Crecimiento de poblacién) Una poblacion de bacterias es-
ta creciendo de tal manera que la razon de crecimiento en
el tiempo t (medido en horas), es igual a 1000(1 + 3t)~.
Si el tamafio de la poblacién en t = 0 es 1000, ¢cual sera
su tamafio después de 4 horas?

(Reaccion de una droga) La velocidad de produccion de
anticuerpos t horas después de inyectar un suero esta dada
por f(t) = 10t/(t? + 9). Encuentre el valor de t en el cual
f(t) es el maximo y el nimero total de anticuerpos produ-
cidos hasta ese tiempo.

B 5-3 TABLAS DE INTEGRALES
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En la seccidn previa, presentamos el método de sustitucion, por medio del cual cier-
tas integrales complejas pueden reducirse a una de las tres integrales estandar lista-
das en la seccion 5-1. Aparte del método de sustitucion, existen otras técnicas que
son de utilidad cuando se requiere evaluar integrales, una de éstas se expondra en la
seccion 5-4.

En general, la evaluacion de integrales es una tarea que requiere considerable
destreza y a menudo ingenio. La variedad de métodos de que se dispone para este
fin es una indicacion de este hecho. Mas aln, no es posible formular reglas contun-
dentes y rapidas acerca de que tal método o sustitucién funcionara en una situacién
dada, sino que es necesario desarrollar a través de la experiencia una intuicion de
cual método es probablemente el mas conveniente.

Al afrontar estas dificultades, la manera apropiada de evaluar integrales es
usando una tabla de integrales. Una tabla de integrales consta de una lista de un
gran namero de integrales, junto con sus valores. Para evaluar una integral deter-
minada, s6lo es necesario extraer la respuesta de la tabla, sustituyendo los valores
de cualesquiera constantes que sean necesarias. Existe un buen nimero de tales ta-
blas, algunas mas completas que otras; en el apéndice 11 aparece una tabla de inte-
grales breve; sin embargo, es lo bastante completa para evaluar todas las integrales
gue aparecen en nuestros ejemplos y ejercicios.

Las integrales de esta tabla estan clasificadas de acuerdo con ciertos encabe-
zados con la finalidad de facilitar su uso. Por ejemplo, todas las integrales en que
aparece un factor de la forma Vax + b estan listadas juntas y todos los integrandos
en que aparece Vx2 + a2 también estan listados juntos, asi como aquellos en que
intervienen funciones exponenciales, etcétera.

EJEMPLO 1 Calcule | (4_—1)(2)3/2 dx



Solucion Debemos buscar en la tabla hasta que encontremos una integral de la
misma forma que la dada. La seccion titulada “Integrales que contienen Va2 — x2”
es el lugar apropiado para buscarla, y por la formula 33, encontramos el resultado

1 1 X
J (a2 — x2)3/2 dx = 2Va: — x2

Esto es valido para cualquier valor distinto de cero de la constante a, de modo que si
hacemos a = 2, obtenemos la integral requerida.

1 1 X
————dx=—-—"F7—— +C

@ 11. Utilice la tabla para J (4 — x2)%/2 4 Va4 —x?
encontrar
f X x Observe que debemos sumar la constante de integracion. @ 11

X -7

1
EJEMPLO 2 Encuentre f ——— x
l 2x2 —7x + 4

Solucion Si la comparamos con la integral estandar

N
ax?2 + bx +c

que aparece en la tabla de integrales, tenemos que a = 2, b = —7 y ¢ = 4. En con-
secuencia,

b? —dac = (—=7)> - 4(2)4) =49 -32=17>0
Cuando b? — 4ac > 0, tenemos que (véase la formula 66)

2ax + b — Vb? — 4ac
2ax + b + Vb2 — dac

f L dx = ! n
ax2 +bx + ¢ Vb2 — 4dac

Sustituyendo los valores de a, b y c, resulta que

4x —7 - V17
4x =7+ V17

en donde C es la constante de integracion que siempre debe incluirse.

f ! dx = —— In
2X2 —Ix + 4 V17

Algunas veces el uso de las tablas no es asi de directo y puede ser necesario
usar la tabla dos o mas veces al evaluar una integral. El siguiente ejemplo ilustra lo
anterior.

EJEMPLO 3 Encuentre | ﬁ dx

Solucion Si buscamos en las integrales que incluyen Vax + b en la tabla, enton-
ces la formula 23 establece que

fxn 1 Vax + b _(2n—3)af 1

x"~1Vax + b

Vo D dx = — (- Dox T (2n = 2b) dx; (n #1)

Respuesta
L+ Zinl3x-7]+c
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@ 12. Utilice la tabla para

encontrar

| (%2 x

Respuesta

x(INx)2 = 2xInx +2x +C

198 capiTULO 5
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En nuestro ejemplo, n = 2,a = —3 y b = 2. En consecuencia,

f;dxz_i‘z_:ax_kéf;dx (1)
X2V2 — 3x 2X 4 x\V2 —3x

A fin de evaluar la integral del lado derecho de la ecuacion (1), buscamos de nuevo
en la parte de la tabla de integrales en donde aparezca Vax + b; la formula 22 da

f#dx:im—m sib>0
x Vax + b Vb |[Vax+b+ Vb’

Haciendo a = —3 y b = 2 en la expresion anterior, tenemos

f 1 g Lo |V2a=3x=V2
x V2 — 3x V2 V2 =3+ V2

Usando este valor en el lado derecho de la ecuacion (1),

J 1 4o Y2-3x 3 |V2-x-Ve| o
V2 -3 2x a2 V2 -3+ V2

en donde otra vez sumamos la constante de integracion C. @ 12

Algunas veces, antes de aplicar una tabla de integrales, es necesario realizar un
cambio de variable mediante sustitucion con el objetivo de reducir la integral dada
a una que aparezca en la tabla.

e)(

*EJEMPLO 4 Encuentref m dx

Solucién En este caso, no encontramos la integral en la tabla. En primer término,
cambiamos la variable de integracion. Es claro que, e* dx, la diferencial de e aparece
en el integrando, de modo que e* = y. Luego, e*dx = dy y la integral dada ahora se
transforma en

e _ 1
| e726=9 % a9 ¥

Una integral general de esta forma aparece en la tabla (formula 15):

cx +d
ax + b

1 1
J(ax+b)(cx+d)dx_bc—ad ’(bc_adqﬁo)

En nuestro ejemplo,a = 1,b=2,¢c = —1yd = 3,y xen lugar de y. Asi,

1 1 —y +3
- |
| 596" acy—o@ ”’ y T2 ‘“3

1
——=In
5

3_y‘+c
y+2



@ 13. Utilice una sustitucion y en donde C es la constante de integracion. Sustituyendo y = e, tenemos
luego la tabla para encontrar

[x VT Tax [ =

dx = 3 — e
e+ 2)(3 — &) 5

ex+ 2

+C « 13

Siempre que se evalGe una integral usando una tabla de integrales, podemos
verificar que la respuesta obtenida es correcta derivandola: el resultado de la deriva-
cién deberia ser el integrando original. Por ejemplo, es facil verificar por los méto-
dos estandar de derivacién que

@ Ly
dx 5
Esto representa una comprobacién de la respuesta obtenida en el ejemplo 4.

El lector puede preguntarse como se construyeron las tablas de integrales en
un principio. Existen en realidad, varias técnicas (aparte del método general de sus-
titucion) que son de utilidad al evaluar integrales y que se usan al construir tablas
del tipo dado en el apéndice. En la siguiente seccion, se hard una breve exposicién
de una de las mas importantes de tales técnicas.

Si el lector ha desarrollado la suficiente destreza en el uso de las integrales, la
técnica dada en la préxima seccion no la utilizara con mucha frecuencia. Sin embar-

3 — e
ex+ 2

)&
(e + 2B - @)

Respuesta  La sustitucion go, sera de utilidad, dado que en algunas ocasiones el integrando considerado no es-
U=x2+x2Vxi+ 1+ tara listado en la tabla de que se disponga. En tal caso, esta técnica puede ser Util al
4 I+ Vxi+1| +c transformar la integral dada en una que esté listada.

I :)crcicios 5-3

(1-26) Aplique tablas de integrales a fin de evaluar las siguien- 1 1
tes integrales. 11. f Vs 1 & 12. J 22—
1 1
1'fx2—3x+ldx 2'f2x2+5x—3dx 13f 1 dx 14 f X2 dx
“Jox(2x + 3)2 vk -9
X y
3. [ 2 4 [ —L—ay
(2x=3) @y +7) 15. fxz(x2 — 1)3/2 dx 16. fx3(ln X)? dx
V3 +1 t
5 f X o ' f (2t + 3)5/2 dt 17. fx3e2X dx 18. fyze*3y dy
1 u2 [2x + 3 X2
_— —_— 19. 20.
7'Jt\/16-i-t2dt 8'JVuz—i-ZSdU 9f 4X—1dx OJ3x—1dX
v VT 9 . ¢
0. [ 2 g W 0. | U 2. | 1 - ez — 39
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woy [ 1
22 | XInx@ +Inx) X

* X
2. | @+ e+ &

. y
24. f D

In x
*25. | —0————d *26. | x> dx
f X(3 + 21Inx) X j

B 5-4 INTEGRACION POR PARTES
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El método de integracion por partes puede utilizarse a menudo con el propoésito de

evaluar una integral, cuyo integrando consista de un producto de funciones. Es ana-

logo a la férmula del producto del calculo diferencial y en realidad se deduce de ella.
Del célculo diferencial, sabemos que

% [U)v()] = U'()v(x) + ux)v’(x)

o bien,

u(v'(x) = % [u)v(¥)] — u'(Jv(x)

Integrando ambos lados con respecto a x, obtenemos

[ w9 dx = u(vx) — [ weow(x) x 1)

Esta ecuacion por lo regular se escribe en la forma

fudvzuv—fvdu

después de introducir las diferenciales du = u’(x) dx y dv = ¥/(x) dx. Una manera
alternativa de escribirla es como sigue.

Sea u(x) = f(x) y v (x) = g(x). Se sigue que podemos escribir v(x) = G(x),
en donde G(x) denota la integral de g(x) y, entonces, la ecuacion (1) se transforma en

[ 700900 dx = 70600 — [ £006(4) dx

Esta formula expresa la integral del producto f(x)g(x) en términos de la inte-
gral del producto f”(x)G(x). Es Util porque en muchos casos la integral de f”(x)G(x)
es mas facil de evaluar que la integral del producto original f(x)g(x). El siguiente
ejemplo ilustra lo anterior.

EJEMPLO 1 EvaIL’JeJ'xe2X dx



Solucién Elijamos f(x) = xy g(x) = €%, de modo que la integral dada tiene la for-
ma | £(x)g(x) dx. Se sigue que f’(x) = 1y G(x), la integral de g(x), esta dada por
G(x) = 1> + C,, en donde C, es una constante de integracion. Sustituyendo estas
expresiones en la formula de integracién por partes,

[ 109900 dx = £F0GE) — [ 00600 dx
[xe? dx = x3e? + €) [ (W@ex + C,) ox
=1 xe* + Cx — %J (e + 2C)) dx
=3xe*+Cx—FeX-Cx+C

=4 (@2x—1)e*+C

en donde otra vez C es una constante de integracion.

La integral de este ejemplo también pudo encontrarse usando la formula 69
del apéndice Il. El lector debera verificar que la respuesta obtenida sea la misma que
la del ejemplo 1.

Observacion Tiene que advertirse que la primera constante de integracion C,
en el ejemplo anterior, que surge integrar g(x) para obtener G(x), se cancela en la
respuesta final. Esto siempre sucede al integrar por partes. Por consiguiente, en

@ 14. Utilice integracion por la practica nunca debemos preocuparnos por incluir una constante de integracion
partes para encontrar en G(x), sino simplemente en tomar G(x) como cualquier antiderivada particular de
fxe*3X dx g(x). @ 14

Al usar este método, es importante realizar la eleccién correcta de £(x) y g(x)
al expresar el integrando original como un producto. De otra manera, la integral de
' (X)G(x) puede que no resulte méas fécil de evaluar que la integral de f(x)g(x). Por
ejemplo, si cambiamos las elecciones en el ejemplo 1, haciendo f(x) = ey g(x) =
X, entonces, f'(X) = 26>y G(x) = $x2, de modo que la férmula de integracién por
partes se convierte en

f e x dx = e¥ - 3x? — f 262 - 3x2 dx

Esta ecuacion es muy correcta, pero no es de mucha utilidad, dado que el integran-
do de la derecha es mas complicado que nuestra integral original.

Un criterio evidente al elegir 1y g es que debemos ser capaces de integrar g(x)
para determinar G(x). Por lo regular, elegiriamos g(x) en tal forma que su antideri-
vada sea una funcién bastante simple. Los siguientes principios seran de utilidad al
decidir sobre la eleccién de 'y g.

1. Si el integrando es el producto de un polinomio en x y una funcién exponencial,
a menudo es Util elegir £(x) como el polinomio dado. El ejemplo anterior ilustra
it [ es_,te ti_po de eIeccién._ 3 o _
ER S fe dx 2. Si el integrando contiene una funcion logaritmica como factor, con frecuencia
=—Ixe¥—te¥+C conviene elegir esta funcién como f(x). Si el integrando consta por completo de

Respuesta
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@ 15. Utilice integracion por
partes para encontrar

fx*3 In x dx

In x 1
Respuesta ————+C
P 2x2 4x?
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una funcion logaritmica, podemos elegir g(x) = 1. En el siguiente ejemplo se
ilustran estos principios.
EJEMPLO 2 Evalie | x2 In x dx(x > 0)

Solucién Elegimos f(x) = Inxy g(x) = X Luego, f'(x) = 1/xy G(x) = $x°. Sus-
tituyendo en la férmula de integracién por partes, obtenemos

| 709909 dx = F0)G() — | £09609 dx

1 1 1
2 dx = P T I e TV
flnxxdx In x 3x fx 3xdx

En consecuencia,

flenxdx=%x3lnx—% fodx=%x3lnx—%x3+C - 15

EJEMPLO 3 Calcule [In (2x — 1) dx

Soluciéon En este caso, podemos expresar el integrando como un producto escri-
biendo f(x) = In (2x — 1) y g(x) = 1. Se sigue que

1

7 _ . — 2 =
Fo) =727 -1 YO =x

Integrando por partes resulta

| 709909 dx = F0)G() — | £09609 dx

0 bien,

f|n(2x—1)dx=|n(2x—1).x—f2X2_1.xdx
:x|n(2x—1)—f2X2f1dx
1
=x|n(2x—l)—f<1+ 2X_1>dx por division larga*
=x|n(2x—l)—x—w+c

x—HMh@x—-1)-x+C

*De manera alterna, puede sustituirn = 2x — 1



@ 16. Determine f x3ex? dx

[Sugerencia: Primero sustituya
u=x?q

Respuesta

Integral = 2ex® (x* — 2x2 +2) + C

En el Gltimo paso hemos escrito In [2x — 1| =In (2x — 1), ya que la integral s6-
lo estd definidasi2x — 1 >0

EJEMPLO 4 Encuentre fxzemX dx (m=0)

Soluciéon Aqui elegimos f(x) = x>y g(x) = e™. Luego, f'(x) = 2x y G(x) =
e™/m. Usando la formula de integracion por partes:

| 700900 dx = £096(9 — [ £006(0) dx @)

0 asimismo

mx mx
fxzemxdx=x2- € —f2x- € dx = ix2emx— 3fxer”xdx (3)
m m m m

(Compare lo anterior con la formula 70 del apéndice I1). Con el proposito de eva-
luar la integral de la derecha, usamos otra vez integracion por partes, con f(x) = Xy
g(x) = e™:. Entonces, f'(x) = 1y G(x) = e™/m. Aplicando la ecuacion (2),

emx emx X 1 emx
fxemxdx=x- —fl~ ax = —e™— — .
m m m m m

Sustituyendo el valor de esta integral en la ecuacion (3), resulta

1 2 (X 1
fXZemx dX — _Xzemx I —— <_emx _ _zemx> + C
m m\m m

= %emx (m2x2 — 2mx + 2) + C
m

en donde por Gltimo sumamos la constante de integracién C & 16

I :)rcicios 54

(1-34) Evalde las siguientes integrales.

1 fxlnxdx

3. fx”lnxdx
5. flnxdx

7. f\&lnxdx

In Vx
9._[ Vx dx

11 [ (¢ + D2 In (x + 1) dx

2. fx3 In x dx
12. -2P%Inx—2)d
4. [0 (c+ 1) dx J o= 220 2) 0
n 60 13. [ In (ex) dx 14. [In (20 dx
- dx
X
15. fxz In (ex) dx 16. fx3 In (3x) dx
8. fx3 In (x®) dx
*17. f log x dx *18. flogzx dx
10. J(XZ + 5)In x dx *19. fx log x dx *20. Jx3log X dx
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21. fx eX ax 22. fx e~* dx

23. fxemx dx 24, j ﬁ dx
25. I(ZX + 1)e* dx *26. Je”'”x dx
27. [ In () dx 28. [ In (xe) dx
29. f x2e* dx 30. f y2e¥ dy

31. fx3eX2 dx  (Sugerencia: Sea x? = u)

32. fe\ﬁ dx  (Sugerencia: Sea Vx = u)

33. [ In (¢ dx 34, [ exin (@9 dx

35. Mediante integracion por partes verifique la formula 74 del
apéndice II.

36. Compruebe la formula 64 del apéndice 1.

37. (Costo marginal) Una empresa tiene un costo marginal por
unidad de su producto dado por

5000 In (x + 20)
C't) =" (x+ 20

en donde x es el nivel de produccién. Si los costos fijos ascien-
den a $2000, determine la funcion de costo.

38. (Epidemia) Durante el desarrollo de una epidemia la ra-
z6n de llegada de casos nuevos a cierto hospital es igual a
5 te~10), donde t estd medido en dias, t = O es el inicio de
la epidemia. ¢Cuéntos casos ha tratado el hospital en total
cuandot =5y cuandot = 10?

B ::r.50 DEL CAPITULO 5

Términos, simbolos y conceptos importantes

5.1 Caélculo diferencial, calculo integral. Integracion.

Antiderivada o integral indefinida. Constante de
integracion, integrando, variable de integracion;

[ 700 ax

Férmula de la potencia para integracion.
5.2 Meétodo de sustitucion. Sustitucion lineal.
5.3 Tabla de integrales.

5.4 Integracion por partes.

Formulas

Si F’(x) = f(x) entonces f fX)dx =F(x) +C

Xn+1

fx”dx: n+1

+C (n#1)
fldx=ln|x|+C

X
JeXdX:eX-l‘C
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Propiedades de las integrales:

[ ere ax =c [ 700 dx
1 + g1 dx = [ £ dx + [ g0 ok
é%ffde=ﬂ@

d
| & Foox=F( + C

Si f f(u) du = F(u) + C, entonces podemos sustituir u = g(x)
y du = g’(x)dx. Esto es,

| Flo1s' () ox = Flgea] + ¢
Sif f(u) du = F(u) + C, entonces

| fax+bydx = %F(ax+ b) + C



Integracion por partes:

[ 700800 dx = £00G00 — [ £/(9G(x) dx

en donde G(x) = [ g(x) dx

0Judv=UU— Jvdu

B R0BtMAS DE REPASO DEL CAPITULO 5

1. Establezca la veracidad o falsedad de cada una de las si-
guientes proposiciones. Cada enunciado falso cdmbielo por
una proposicion verdadera correspondiente.

a) Laintegral del producto de dos funciones integrables es
igual al producto de las integrales.

b) La integral de la diferencia de dos funciones integrables
es igual a la diferencia de las integrales.

¢) La antiderivada de una funcién integrable es Unica.
1

d) f? dx = In(x) + C

Xn+1

n+1

f) Sif’(x) = g/(x) entonces f(x) = g(x)

9) fe“du =e'+C

e) fx“dx = +C

dt 1
W g =g e

i) [3f09dx = 3 [ f(x)ax

n+1
D frgoorax = L o2 )
9 [ —in el +c

n+1

e
) [erdx = - +C

m) f e’dx = e®° + C

(2-11) Calcule las siguientes integrales.
2. [(x— 2)(6x — 4)dx 3. [0e + 1ydx

*4, f (x® + 1)32xdx 5. f Verdx
6. [(log 5)dx 7. | E—j dx
8. f@dx 0. [Vic+ 10k

*10. [ VETadt 1. [0 + x%)dx

(12-19) Por medio de una sustitucion adecuada, evalGe las si-
guientes integrales.

12. f 2X(x2 — 7)%0dx 13. j ex22xdx

X2 3
14. f Voerl dx 15. fVeH— lexdx

16. f@ dt

e*l/t
17, [t

1
18. | ——7——d *19. |t{(1 + In t)dt
fx 10 + In x X f( ny

(20-39) Con ayuda de las tablas de este libro u otros, calcule las
siguientes integrales.

2t—3
» | o9 *

21. f% du

Va—e
J—=—
(Ve

6t

22. dx

23. dt

y2
24. o dy

25. f x3exdx

26 dx

f 1

") 1+ 4eX

*21. flog2 xdx
2

s o

1/
20. [ <5 dx

e~ 1
30.[ ) dx

2

oo

31. fxlnxzdx
X
32. f6 In(§>dx
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33

34

35

3

(o)}

37.

38.

39.

[{e}

40

41.
42.
43.
44,
45.

46.

47.

f Vm?2+ 9
—om dm

f dt

t2 + 10t + 25

f dt
t2 + 10t + 20

5

f x(2x* + 1) b

f du
uVaut+ 9
In x2

f X dx

X

f [In x?]? dx

X
fie\{\/;x—zl dx

Si f’(x) = In(x) y f(1) = 1, determine f(t)

Si gx) = exy g(0) = 5, determine g(x)

Si h1{x) = 2x + 3y h(0) = 5, determine el valor de h(1)
Sig(x) =1+ In(x) y g(1) = 2, determine el valor de g(e)

(Costo marginal) Si el costo marginal de cierta empresa a
un nivel de produccion x es C(x) = 10x y el costo de fabri-
car 30 unidades es $5000, determine el costo de fabricar 40
unidades.

(Ingreso marginal) La funcion de ingreso marginal de una
empresa es R(x) = 10 — 0.02x

a) Determine la funcion de ingreso.
b) ¢Qué ingreso se obtendra al vender 200 articulos?

c) ¢Cual es la funcién de demanda del producto de la em-
presa?

d) ¢Cuantas unidades podra vender la empresa si les fija
un precio de $5 a cada una?

(Ingreso marginal) El ingreso marginal de una empresa es-

ta dado por R’(x) = 0.1 — 0.002x2 — 0.000025x3/2

48.

49.

a) Determine la funcién de ingreso.
b) Determine la relacion de demanda.

(Ingreso y demanda) El ingreso marginal de una empresa
por su producto es R1(x) = 20(35 — x)e %25, Determine la
funcion de ingreso y la ecuacion de demanda del producto.

(Costo extra de produccién) Una compafiia produce 200
unidades por semana de producto. Sabe que el costo mar-
ginal esta dado por

C’(x) = 100 — 0.04x

Suponiendo que este costo marginal se mantenga, determine el
costo extra por semana que deberia considerar al elevar la pro-
duccion de 200 a 300 unidades por semana.
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50.

51.

52.

53.

54.

55.

56.

57.

(Ingreso y demanda) El ingreso marginal de una empresa
esta dado por la expresion R1x) = 30 — 0.02x

a) Determine la funcion de ingreso.

b) Determine la relacion de demanda para el producto de
la empresa.

(Costo marginal) La funcion de costo marginal de una em-
presa es C’(x) = 50 + 0.04x

a) Determine la funcion de costo C(x), si los costos fijos
de la empresa son de $3000 al mes.

b) ¢Cuanto costara producir 250 unidades en un mes?

(Ingreso marginal) La funcion de ingreso marginal de cier-
ta empresa es

R’(X) = 50 — 0.04x — 0.0018x2
a) Determine la funcién de ingreso.

b) ¢Cual es el ingreso que se obtendra por la venta de 200
unidades del producto de la empresa?

c) Determine la funcion de demanda del producto de la
empresa.

(Curva de aprendizaje) Después que una persona ha esta-
do trabajando por t horas con una méaquina en particular,
habra rendido x unidades, en donde la tasa de rendimiento
(nimero de unidades por hora) esta dada por

dx
— = — @a—1/30
S = 2001 — e )
a) ¢Cuantas unidades de rendimiento alcanzara la persona

en sus primeras 30 horas?

b) ¢Cuantas unidades de rendimiento alcanzara la persona
en sus segundas 30 horas?

Aproxime sus respuestas al entero mas cercano de unidad.

(Crecimiento de poblacién) Una poblacién de bacterias
crece de tal manera que la razén de crecimiento en el tiem-
po t (medido en horas) es igual a 90x + 500/(1 + x). Si el
tamafio de la poblacién en t = 0 es 2000, ;cudl seré el ta-
mafio de la poblacién al cabo de 3 horas?

(Costo marginal) Una empresa tiene un costo marginal por
unidad de su producto dado por
8000 In(x + 25)

(x + 25)2

en donde x es el nivel de produccion. Si los costos fijos as-
cienden a $2000, determine la funcién de costo.

C'(x) =

(Productividad fisica) La productividad fisica marginal,
dp/dx, para una industria de zapatos es dp/dx = 1000(1+X).
Determine la productividad fisica p cuando estan en fun-
cionamiento 3 maquinas.

(Productividad fisica) La productividad fisica marginal,
dp/dx, para una industria de colchones es dp/dx = 3000(1 +



58.

*59.

*60.

2x)Y2, Determine la productividad fisica p cuando estan en
funcionamiento 4 maquinas.

(Reaccidn de una droga) La velocidad de produccion de an-
ticuerpos t horas después de inyectar un suero, esta dada por

K(t) =

0 . .
711 miles de anticuerpos/hora
Determine el valor de t en el cual K(t) es maximo y calcule
el nimero total de anticuerpos producidos hasta ese ins-
tante.

(Densidad de trafico) La densidad de trafico en un puente
durante las tres horas pico del dia, varia de acuerdo con la
férmula

3+ 10t
f(t):{sofst

donde t estd medido en horas a partir del inicio de la ho-
ra pico y f(t) estd medido en miles de vehiculos por hora.
¢Cuantos vehiculos cruzan el puente:

0=t<15
15=t<3

a) las primeras 1.5 horas?
b) durante el total de las tres horas pico?

(Consumo de petroleo) Desde 1970, la razén de consumo
de petréleo en cierto pais, ha sido dada en millones de ba-
rriles por dia mediante la siguiente funcion:

1+ 0.1t si 0=t<4
B(t) =11.68 —0.07t  si 4=t<12
0.24 + 0.05t sil2=t< 18

donde t es el tiempo en afios a partir de 1970. Calcule el
consumo total:

*61.

62.

63.

64.

65.

a) Entre 1970y 1975
b) Entre 1980 y 1985
c) Entre 1970y 1980

Nota: No olvide multiplicar B(t) por 365, y suponga que
todos los afios tienen 365 dias.

(Aceleracion) La aceleracion de un movil en el instante t
esta dada por 2 + 6tm/s?

a) Determine la velocidad, v(t), en el instante t, si la velo-
cidad inicial en t = 0 es de 50 m/s.

b) Calcule la distancia, d(t), recorrida por el mévil duran-
te los primeros t segundos.

(Velocidad y distancia) La velocidad del movimiento en el
instante t es (t + 2\/f)2. Calcule la distancia recorrida has-
ta el instante t.

(Velocidad y distancia) La velocidad en el instante t de un
objeto esta dada por 10 — 5t. La velocidad inicial, es decir
v(0) = 10 metros/segundo. Determine la distancia, d(t),
que viaja durante t segundos y de aqui encuentre la distan-
cia requerida para llegar al alto total.

En el punto (x, f(x)) en la grafica de y = f(x), la pendiente
de la recta tangente es f{x) = 4x — 7. Si el punto (2, 2)
pertenece a la gréfica, determine f(x).

La pendiente de la recta tangente a la gréafica de y = g(x)
en cualquier punto (x, g(x)) esta dada por g’(x) = 2e% +

1 . . - .
VR Si el punto (0, 1) esta en la grafica, determine g(x)
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CASO DE ESTUDIO

UTILIDADES EN LA PRODUCCION

Con base en la informacién dada al inicio del capitulo, se sabe
que la funcion de ingreso marginal es

I’(x) = 10e*%0(50 — x)
con las técnicas de integracion analizadas en este capitulo se
tiene que

1(x) = 500xe~%/50 + K

donde K es una constante, pero se supone que si se venden 0
productos el ingreso es cero, entonces,

1(0) = 500(0)e~%%0 + K = 0, implica que K =0
Por tanto, la funcién de ingreso esta dada por
1(x) = 500xe %50 (1)

Dado que una forma de escribir el ingreso es I(x) = px,
donde p es el precio de cada articulo, a partir de la ecuacion (1)
se deduce que la relacion de demanda es

p = 50050

Lo cual responde la primera interrogante de la licenciada
Adriana. La grafica de la funcion anterior es la siguiente,

Precio (Délares)
500

400

300

200

100

Portafolios de piel

FIGURA 3

Se puede notar que conforme el precio baja la demanda por

portafolios crece y viceversa.

Para responder la segunda pregunta de la licenciada Adria-

na, se observa la gréfica 1, que se reproduce a continuacion,
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(Délares)
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Se supone que la funcion de costos es lineal. Para obtener una
expresion para la ecuacion de una recta, basta con conocer
dos puntos de la misma; en este caso, se tiene que la recta pa- sa
por (0, 2000) y (100, 10,000). Asi que se deduce que la ecuacion
de la recta que pasa por esos dos puntos, escrita en la forma
punto pendiente es,

C(x) = 2000 + 80x

De la cual se obtiene que los costos fijos son $2000 sema-
nales. Con esto, se puede escribir la funcion de utilidad como

U = 1(x) — C(x)
es decir,
U(x) = 500xe~*5° — (2000 + 80x)

Asi por ejemplo, la utilidad por la produccién y venta de
50 portafolios es

U(50) = 500(50)e 5950 — (2000 + 80(50)) ~ $3,197

Ahora bien, por la gréfica de la utilidad se observa que en
el intervalo de interés se tiene un valor méximo entre 30 y 40.
Si se utilizan las técnicas de los capitulos previos para maximi-
zar, se deben calcula U1x),

U’(x) = 500e %0 — 10xe " — 80

al igualar a cero se enfrenta a un problema que no es sencillo
resolver, por medio de aproximaciones se obtiene que



U’(34.15) ~ 0

A la izquierda de esta abscisa, la funcién U(x) es crecien-
te, mientras que a la derecha es decreciente.

Ahora bien, por otro lado,
1
U”(x) = ge*X’5°(x — 100)
la cual indica que U”(x) < 0 para x < 100, asi que en todo es-
te intervalo la funcidn es céncava hacia abajo y, por tanto, el
maximo se alcanza en 34.15. Puesto que la respuesta de interés

en el problema de la licenciada Adriana debe ser un entero, se
calcula

U(34) ~ 3892.49

U(35) ~ 3890.24

Asi que el plan de produccién 6ptimo seria producir y ven-
der 34 portafolios de piel cada semana, con lo cual la utilidad
seria de 3892.49 dolares.

Ahora bien, para poder vender 34 portafolios, ;cudl es el
precio al que debe venderse cada uno?

Si se toma la decision de vender cada portafolio en $200,
¢cudl es la utilidad que se obtendria? Y de acuerdo con la rela-
cién de demanda, ¢cuantos portafolios se venderian?
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CAPITULO

La integral definida

Un problema de inventario

Para la fabricacion de ciertos muebles para computadora, la
compafifa El mueble elegante compra las cubiertas a un dis-
tribuidor externo, con un costo unitario de $24, y dado que
el distribuidor no esté localizado en la misma ciudad, el cos-
to de entrega, sin importar la cantidad de cubiertas, es de
$400; no puede enviar mas de 1000 cubiertas, por la capaci-
dad de sus camiones. Debido a este costo, algunos opinan
que se deben solicitar las cubiertas lo mas espaciado posible,
para reducir el costo promedio del flete. Pero, por otro lado,
hacer pedidos grandes ocasiona tener grandes inventarios y
los costos asociados a tener las cubiertas en un almacén;
ademas de que el dinero que se utilice en la compra de una
gran cantidad de cubiertas se podria destinar mejor a ganar
intereses en un banco. Este Gltimo se conoce como costo de
oportunidad. Después de analizar la informacion, se ha lle-
gado a la conclusion de que el costo de mantener en inven-
tario se estima en $0.20 por cubierta por semana. Lo que,
aseguran algunos, justificaria hacer pedidos mas pequefios y
con mayor frecuencia. Victor Daniel Garcia, gerente de
compras, se puso a investigar mas y, después de preguntar a
diferentes areas, revisar el historial de la compafiia y hacer
muchas preguntas, llegd a lo siguiente:

1. Cada semana se venden alrededor de 100 mue-
bles para computadora, la variacion es minima al-

TEMARIO 6-1

rededor de este valor y no se vislumbra que cam-
bie mucho en el futuro cercano.

2. Se tendrian pérdidas monetarias considerables, si se
detiene la produccion por falta de estas cubiertas.

3. Laproveedora de estas cubiertas es sumamente con-
fiable y, si un pedido se realiza por la mafiana, las
cubiertas las entrega el mismo dia por la tarde. Lis-
tas para utilizarse en la produccion del dia siguiente.

4. El grupo de asesores coincide que decidir con qué
frecuencia y cuantas cubiertas comprar se debe basar
en minimizar los costos promedio semanales asocia-
dos con la compra y almacenamiento de las cubier-
tas. Respecto al costo de mantenimiento, con mayor
precision se determind que el costo de mantenimien-
to promedio semanal deberia medirse como 0.20 d6-
lares/cubierta/semana por el inventario promedio en-
tre dos drdenes; esto es, el nimero promedio de cu-
biertas almacenadas desde que llega el pedido hasta
el momento en que llega el siguiente pedido.

5. Aunque en la realidad las semanas y el nimero de
cubiertas son nimeros enteros, para simplificar la
modelacién se supone que éstas son variables
continuas.

Con base en lo anterior, ayude a Victor Daniel a to-
mar la decision de cuantas y con qué frecuencia deben ha-
cer los pedidos de las cubiertas.
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B 6-1 AREAS BAJO CURVAS

En esta seccién y en las siguientes, nos ocuparemos del calculo de &reas de regio-
nes que tienen fronteras curveadas. Estas pueden evaluarse usando las integrales de-
finidas.

DEFINICION Sea f(x) una funcién con una antiderivada que denotaremos por
F(x). Sean a y b dos nimeros reales tales que f(x) y F(x) existen para todos los va-
lores de x en el intervalo cerrado con puntos extremos a y b. Entonces, la integral
definida de f(x) de x = aax = b se denota por [ f(x)dx y se define por

J| rooax=F) - F@)

Los nimeros a y b se denominan los limites de integracién, a es el limite in-
ferior y b es el limite superior. Por lo regular a < b, pero esto no es esencial.

Cuando evaluamos una integral definida, por conveniencia se acostumbra
utilizar unos paréntesis rectangulares grandes en el lado derecho, de la siguiente
manera:

[ Fooax = [F(x)}b - F(b) - F@)

Leemos esto como la integral definida de f(x) de x = aa x = b es F(x) en b menos
F(x) en a. La notacion de paréntesis que aparece enmedio significa que la funcion
dentro de ellos debe evaluarse en los dos valores del argumento que aparecen des-
pués de los paréntesis. La diferencia entre estos dos valores de la funcion se toma
en el siguiente orden: el valor en el argumento superior menos el valor en el argu-
mento inferior.

Al evaluar integrales definidas, omitimos la constante de integracion de la an-
tiderivada de f(x), porque esta constante de integracion se cancela en la respuesta
final. Sea F(x) + C cualquier antiderivada de f(x), en donde C es la constante de in-
tegracion. Luego, por la definicion anterior

b b
f fx)dx = [F(x) + C} = [F(b) + C] — [F(a) + C] = F(b) — F(a)
a a
y C ha desaparecido de la respuesta.

EJEMPLO 1 EvalCe las siguientes integrales definidas:

a) fbx4dx b) f%dt 0) L2e3xdx

a

SECCION 6-1 AREAS BAJO CURVAS 211



2
@ 1. Evalle a)f X2 dx
-2

b) fSXde 0 flntdt

Respuesta a) 4 b) 0
¢)3In3-2

2
@ 2. Evalle a) f x2ex? dx
0

3 X
b) f—l x2+1 o

Respuesta a) (e® — 1)
b) $In5

Solucién
a) Tenemos que [ x* dx = x°/5. Asi que

b X5b b5 a5 1
4 = | — — —  _ = — —(h5 — 455
LX dx [SL 5 5 5® @)

3 3
b)fldt: nltl | =ml3|=ml1]=1n3
1t

1

(No6tese que In1 = 0).

2 e3X2 e6 eO
3 || == — = — 1(a6 _
C)Lexdx [3]0 S (G N

Cuando evaluamos integrales definidas, en las cuales la antiderivada se en-
cuentra por el método de sustitucién, es importante observar que los limites de in-
tegracion también cambian cuando la variable de integracién se cambia. Esto se
ilustra en el siguiente ejemplo.

2
EJEMPLO 2 Evaliee | xe<* d
1

2
Solucion Sea | = f xe** dx. Para encontrar la antiderivada de xe*?, podemos
1

utilizar el método de sustitucion. Escribimos la integral dada como
2
I =%f e - 2x dx
1

Ya que 2x dx, la diferencial de x?, aparece en la integral hacemos x? = u de modo
que 2x dx = du. En consecuencia,

X=2
Iz%f el du

x=1

Hasta ahora hemos dejado los limites de integracion sin cambio y hemos enfatizado
que aun son limites para la variable original x. Podemos cambiarlos a limites para
u:cuandox = 1,u =12 = 1y cuando x = 2, u = 22 = 4, por lo que los limites son
u=1lyu=4 Asique

4
I=%f e' du
1

Aqui, se entiende que los limites son con respecto a la nueva variable de integracion
u. Por lo que, finalmente,

4
I = ;[e“] =3e*—e)=3e -1 @2
1

Nuestro principal interés en esta seccion sera el célculo de areas de regiones
acotadas por curvas. Sea f(x) una funcién dada definida y continua en un intervalo
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y=1x)

o b————
[ I

FIGURA 1

a = x = by que toma valores no negativos en tal intervalo. La grafica de y = f(x)
se encuentra por completo por arriba del eje x, como se ilustra en la figura 1.
Deseamos encontrar una formula para el &rea A que esta entre tal gréfica, el eje Xy
las rectas verticales en x = a'y x = b. Esta &rea aparece sombreada en la figura 1.

Existe una estrecha relacién entre el area A y la antiderivada de la funcién
f(x). Esta relacion es el contenido del [lamado teorema fundamental del célculo,
quizé el teorema més importante de todo el calculo.

TEOREMA 1 (TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO) Sea f(x) una
funcidn continua no negativa en a = x =< b y sea F(x) una antiderivada de f(x). En-
tonces A, el érea entre y = f(x), el eje x y las lineas verticales x = ay x = b, esta
dada por la integral definida

b
A= F09dx=Fb) - F@

Antes de presentar la demostracion del teorema, ilustraremos su aplicacion
mediante algunos ejemplos.

EJEMPLO 3 Evalle el area entre la graficay = x?y elejexdex = 0ax = 2.
Solucion El area requerida esta sombreada en la figura 2. Puesto f(x) = x2 es no

negativa, esta area es igual a la integral definida [ f(x)dx, en donde f(x) = x?,a =
0y b = 2. Asique el area es

\ Y [
41— (2, 4)
y=x
2_
< ! .
Oy 2 X
FIGURA 2
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@ 3. Calcule el area entre el
ejexy

a) la gréafica dey = x? para
—2=x=1

b) la graficadey =16 — x?
para0 =x=14

Respuesta a) 3 b) 1%

@ 4. En el ejemplo 4, convénzase
por usted mismo de que f(x) =0
paral=x=3

Respuesta Cada uno de los tres
términos en f(x) es positivo cuando
x>0

EJEMPLO 4 Determine el area acotada por la curvay = 3x? + 2x + 5, el eje x y
las lineasx = 1y x = 3.

Soluciéon Es claro que f(x) = 3x2 4+ 2x + 5 es no negativa para valores de x en el
intervalo definido por 1 = x = 3. Asi, el area requerida esta dada por la siguiente
integral definida:

3 3
f (3x2 + 2x + 5) dx=[x3+x2+5x]
1 1

= [3* + 32 + 5(3)] — [12 + 12 + 5(1)]

= 51 — 7 = 44 unidades cuadradas @ 4

Si C(x) denota el costo total de producir x unidades de cierto articulo, se sigue
que C’(x) representa la funcién de costo marginal. Ahora, por la definicion de inte-
gral definida,

b

Ja " ) = [C(x)] = C(b) - C(a)

a

Pero C(b) — C(a) representa el cambio en el costo total cuando el nivel de produc-
cion se incrementa de a a b unidades. Se sigue que J C’(x) también representa ese
mismo cambio en el costo total.

Asi que tenemos el siguiente importante resultado: el cambio en los costos de
produccion al incrementar el nivel de produccion de a a b unidades es igual al area
bajo la gréafica de la funcion de costo marginal (y = C’(x)) entre x = ay x = b.

De manera similar, si R’(x) es la funcién de ingreso marginal, entonces, el
cambio en el ingreso cuando el nivel de ventas se incrementa de a a b unidades es-
ta dado por % R’(x) dx. Una interpretacion analoga puede darse a [ P’(x) dx en don-
de P’(x) es la funcion de utilidad marginal; es el cambio en la utilidad cuando x se
incrementa de aab.

EJEMPLO 5 La funcién de costo marginal de una empresa a un nivel de produc-
cion x es

C'(x) = 23.5 — 0.01x

Calcule el incremento en el costo total cuando el nivel de produccién se incremen-
ta de 1000 a 1500 unidades.

Soluciéon El incremento en el costo total esta dado por

1500

1500
[“Temax=[ (235 - 0.01x) dx
1000 1000

214 CAPITULO 6 LA INTEGRAL DEFINIDA



@ 5. La funcion de ingreso
marginal es (25 — 3x). ¢Cual sera
el cambio en el ingreso, si el nivel
de ventas se aumenta de
Xx=2ax=4?

4
Respuesta f (25 — 3x) dx = 32
2

%2 ]1500
= [23.5X - 0.01(—)]
2/ L1000

— 23.5(1500) — 0.005(15002)
— [23.5(1000) — 0.005(10002)]
= 35,250 — 11,250 — (23,500 — 5000) = 5500

El incremento en el costo es por consiguiente de $5500 @ 5

Los teoremas 2 y 3 nos dan algunas propiedades sencillas de las integrales de-
finidas.

TEOREMA 2 Si f(t) es continua en a = t < X, se sigue que

S o] -

DEMOSTRACION Sea F(t) una antiderivada de f(1); entonces, por la definicion
de integral definida,

[ s s -|Fof - Foo - Fa

Esta es una funcion de x y puede derivarse con respecto a x. Asf,

[0 ) =< Few — Fean - P

Pero puesto que F(t) es una antiderivada de f(t), F'(t) = f(t),
S o] -0

EJEMPLO 6 Evaluei[ f tet dt]
dx [J1

Solucion Por el teorema 2, tenemos que

LN [ T .
™ Ul te dt]—xe

Seria mas tardado evaluar en primer término la integral, pero por supuesto la res-
puesta es la misma:

f tetdt = [(t - 1)e‘]X = (x — 1)e*  (usando la formula 69 del apéndice II)
1 1

i ) t — i _ X] — _ X . X — X

- Ul te dt]—dx [(x — 1)e] = (x — 1)ex + 1- e = xe
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EJEMPLO 7 Realice las siguientes operaciones:
d[p? 1d
- 3aVx 1 (y3aVX
a) d)(one dx] b)fodx(xe ) dx

Solucion

a) En este caso, es importante observar que la integral definida f01x3e\/>? dx tie-
ne un valor constante que no depende de x. En consecuencia,

o
dx

b) Por la definicion de antiderivada, si F'(x) = f(x),

1
f x3gVx dx} =0
0

[ 700 dx = [F dx = Feo + ©

f %(x%\&) dx = x3%eVx + C

; de modo que, omitiendo C,
@ 6. Evalle

1d 1 g 1
A [ 2 n@+ ) [} & ey ax = o] = 1ei— 0. v e
0 )fL 0 dx 0
b)if In (2 + 1) dt 3 _ _ .
dx Yo Observacion Vale la pena notar la diferencia entre las partes a) y b) del ejem-
) a fl In (& + 1) dt plo 7. Las posiciones del signo de integral y del operador de diferenciacion d/dx es-
dx Yo tan invertidos. @ 6

TEOREMA 3
a) | " Fdx = 0
b a
b) L FOdx = — fb £(%) dx
b c b
C) j f(x)dx = f F0Qdx + J f(x)dx en donde c es cualquier nimero real

DEMOSTRACION Sea F(x) cualquier antiderivada de f(x). Entonces, por la defi-
nicidn de integral definida, tenemos lo siguiente:

) [ 100 0x = [FO91: = Fl@) — F(a) = 0

b) Tenemos que

b b
Respuesta @) N2 b) 0 fﬂmW=Fm]=Hm—Hm
¢) In(xe@ + 1) a a
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@ 7. a) Dado que
2 3
[ rex=3y[ reax=1
-2 -2
2
evalte | f(x) dx
3

Cd
b) Evalie — f £t dt

Respuesta a)2 b) —f(x)

y asimismo

a
[ 100 o= | Fo | = e — P
b b
de modo que
b a
[ 700 dx = =] 700 dx
a b
c) La demostracion de esta parte se deja como ejercicio.
EJEMPLO 8
2
a) f x3eVx¥dx =0
2
2 3 2
b) f X2 dx = f X2 dx + f x2dx  por el teorema 3(c)
0 0 3
3 3
= f X2 dx — J x2dx  por el teorema 3(b)
0

2

(De la misma forma, puede verificar esto por medio de la evaluacién de las tres in-
tegrales). & 7

Concluimos esta seccion dando una demostracion del teorema fundamental
del célculo. La demostracién que daremos carecera de rigor, dado que no dimos una
definicion matematica propia del area bajo una curva. Sin embargo, la demostracion
sera convincente, y podemos asegurar a los lectores mas escépticos que existe una
demostracion rigurosa.

DEMOSTRACION DEL TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO Empe-
zamos probando el teorema en el caso particular en que f(x) sea una funcién cre-
ciente no negativa en a = x = b, si bien es facil extender la demostracion a todas
las funciones continuas.

Cuando f(x) = 0, buscamos una expresion para A, el area total bajo la curva
y = f(x). Definamos la funcién de area A(x), que representa el &rea bajo la cur-
vay = f(x) desde el valor a hasta el valor x de la abscisa, en donde x es cualquier
namero tal que a = x < h.

A(X) es el area sombreada de la figura 3. Asi, A(a) = 0, porque es obvio que
el area se reduce a cero cuando x tiende a a. Mas aun, A(b) es sin duda el &rea bajo
la curva entre a'y b, esto es, la cantidad A que requerimos es tal que A(b) = A.

Sixsecambiaax + Ax (Ax > 0), el rea A(x) también se aumenta a A(x) + AA,
que es el area bajo la curva entre los valores a 'y x + Ax de la abscisa. (Véase la
figura 4). Es razonable esperar que AA sea igual al area que aparece sombreada en
esta figura. (No podemos probar esto en forma estricta aqui, dado que no ofrecimos
una definicion rigurosa de &rea).

El area AA es mayor que el &rea del rectangulo inscrito con altura f(x) y an-
cho Ax; AA es menor que el area del rectdngulo circunscrito con altura f(x + AX)

SECCION 6-1 AREAS BAJO CURVAS 217



\y Ay
y = f(x) /
/ (x + Ax, f(x + Ax)) /
X fX)]l— 7]
A(X)
<
A |4
oy a X b X 0y a X X +Ax b X
FIGURA 3 FIGURA 4

y ancho Ax. Por tanto,
f(X) - AX < AA < f(x + AX) - Ax
Dividiendo toda la expresion anterior entre Ax, obtenemos

ﬂn<%%<f@+A@

Puesto que f(x) es continua, f(x + Ax) — f(x) cuando Ax — 0. Después de tomar
limites en las desigualdades anteriores cudndo Ax — 0, se sigue que AA/Ax tiene
un limite, y

- AA ; ) —
Alleo A f(x) obien A'(X) = f(X)

Debido a que F(x) es una antiderivada de f(x), se sigue que F'(x) = f(x). En
consecuencia, tanto F(x) como A(x) son antiderivadas de f(x) y por ello sélo pue-
den diferir a lo mas en una constante; esto es,

AX) = F(x) + C (1)

en donde C es alguna constante.
Haciendo x = ay recordando que A(a) = 0, tenemos

A(a) = F(a) + C =0

de modo que C = —F(a). Reemplazando C por —F(a) en la ecuacién (1) anterior,
obtenemos

A(X) = F(x) — F(a)
Por ultimo, haciendo x = b en la igualdad anterior, resulta que
A(b) = F(b) — F(a)

Pero A(b) = A, o sea el area total requerida bajo la curva, y hemos probado
que

b
A=F(b) — F@) = | /() ox

(por la definicion de integral definida).
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I -crCicios 6-1

(1-26) Evalte las siguientes integrales definidas.

1.

w

o

(o}

~

o0}

10.

11.

13.

15.

17.

1

21.

22.

2

w

24.

Ll

folx2dx

fﬁm

f:%dx

5
f (U2 +u+1)du
0

2
f (3x2 — 5x + 7) dx
1

.Eu+my—am

2 (2x+1)x—2) d

X

(2o

1
f t41In
0

(e") dt

1
f XVx2 + 1 dx
0

0
[ e+ e ax
1

f Int
et

2
X
9J;;:Td

dt

X

2.

4.

12.

14.

16.

18.

20.

2
[0+ 10 + 2+ 75 dx
2

E (e — VInx) dx

L

et+2t—1

3+InL+1

1

ex + e+ 1

Ja
Ja

fl x3 dx

1
f x3/2 dx
0

ﬁ (Vx + 1)2
1 Vxdx

1
f X ex2dx
0

1 eSx + er
3x dx
0 e

| @y @
1 y(1+1Iny)

1
f XV X2 + 4 dx
-1

1d/x2+1
25'L&(1+ X

2d{Inu
26'LE(U+7>dU

(27-40) Calcule las areas bajo las gréaficas de las siguientes fun-

ciones entre los valores de x dados.
27.y =3+ 2,x=1yx=3
28.y =5, x=0yx=2
29.y=4-x,x=0yx=2
30.y=2x*+3 -1, x=1lyx=4
3Ly=xx=0yx=3
R.y=1+xx=0yx=2
B.y=2+x—xX,x=—-1yx=2

M y=x-x,x=-1yx=0

3. y=——x=0 =1
y x+1’x yx
2X
36.y=x2+4,x=lyx=3

37.y=xex,x=0yx=1
38.y=xe%,x=0yx=1
9.y=Inx,x=1yx=e

40.y—|r:(X x=1yx=¢?

(41-46) Realice las siguientes operaciones.

d (¥ elnt
4L &(L 1+ ¢ dt)
d X
2 o f [e(n1xy]dx)

i
43.%( elln (2 +1) dt)
L

1+t
ex
2 X+ 1 )

2
45. L %(xze\& In x) dx

d
44, p
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46

48.

fli(lnx )dx
Tle dx \x2+1

47.

(Cambio en el ingreso) La funcién de ingreso marginal de
una empresa esta dada por R’(x) = 12.5 — 0.02x. Determi-
ne el incremento en el ingreso total de la empresa cuando
el nivel de ventas se incrementa de 100 a 200 unidades.

(Incremento en las utilidades) El costo marginal de cierta
empresa esta dado por C’(x) = 15.7 — 0.002x, mientras
que su ingreso marginal es R’(x) = 22 — 0.004x. Determi-
ne el incremento en las utilidades de la empresa si las ven-
tas se incrementan de 500 a 600 unidades.

B 6-2 MAS SOBRE AREAS

49.

50.

51.

(Cambio en el ingreso) En el ejercicio 47, el nivel de ven-
tas primero decrece de 100 a 80 unidades y luego se incre-
menta a 150 unidades. Determine el incremento global en
el ingreso total.

(Cambio en las utilidades) En el ejercicio 48, determine el
cambio en las utilidades si las ventas decrecen de 500 a
400 unidades.

(Reparacion de un automovil) Si el costo promedio de re-
paracién de un automovil con t afios de antigiiedad es
10(6 + t + 0.6t?) ddlares por afio, calcule el costo total de
reparacion durante los primeros 2 afios y durante el perio-
doentret=4yt=6.

En la seccion 6-1, se establecio que el area bajo la curva y = f(x) acotada por las
lineasx = a,x = byy = 0 (el eje x) estd dada por la integral definida [ f(x) dx en
elcasoenque f(x) =0ena=x=h.

Consideremos ahora el caso correspondiente a la region acotada por la curva
y = f(x), las lineas x = a, x = b y el eje x cuando f(x) = 0sia = x = b. Es claro
que el area en cuestion esta situada por completo por debajo del eje x, como se ad-
vierte en la figura 5.

Definamos g(x) = —f(x) de modo que g(x) = 0 si a = x = h. El &rea acota-
dapory = g(x) (0y = —f(x)), las lineas x = a, x = b y el eje x se encuentra por
arriba del eje x. (Véase figura 6). Esta area, como en la Ultima seccion, est4 dada
por la integral definida fb g(x) dx. Ahora

[ 9 ax = 6) - 6(@)

en donde G(x) es la antiderivada de g(x). Pero ya que g(x) = —f(x), debe seguirse
que F(x) = —G(x) es una antiderivada de f(x). Asi que, G(b) — G(a) = —F(b) +

>

y=9g( = —f(x
y=1x)

FIGURA 5 FIGURA 6
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F(a), o bien,

b b
J| 009 dx = ~[Fo) — @1 = [ 709 ox

Comparando las figuras 5y 6, es claro que las dos regiones sombreadas tienen areas
de igual magnitud, dado que una regién puede obtenerse reflejando la otra con res-
pecto al eje x. En consecuencia, el area situada por debajo del eje x, acotada por la
curvay = f(x) y las lineas x = ay x = b, estd dada por la integral definida

—fb £(x) dx

EJEMPLO 1 Determine el area acotada pory = x2 — 9,x = 0, x = 2 y el gje x.

Solucion La grafica de y = x2 — 9 esta debajo del eje x si 0 = x < 2. El area re-
querida (que aparece sombreada en la figura 7) esta dada por

2 2
~[oe-9dax=[ ©-0
0 0

3 3
= (9(2) - 2—) - <9(O) - %) = % unidades cuadradas

Consideremos ahora el area de la region acotada por la curvay = f(x) y las
lineas x = a, x = by el eje x en el caso que f(x) es algunas y otras veces negativa
en el intervalo a = x = b. (Véase la figura 8). Tal region tiene partes por debajo del
eje x y otras por encima del eje x. Supondremos que podemos determinar los pun-

FIGURA 7
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tos en que la graficay = f(x) cruza al eje x, esto es, los valores de x en que f(x) = 0.
En la figura 8, ilustramos el caso en que hay dos de tales puntos, denotados por
X =pYyXx=(.En este caso,

fXx)=0 para a=x=p
fX)=0 para p=x=q

y asimismo

fXx)=0 para gq=x=b

R4

y =1

0 a p\/qb " x

FIGURA 8

En un problema de este tipo, calculamos el area en cada subintervalo por se-
parado; el area requerida es, entonces, la suma de todas estas areas. En la figura 8,
las areas entre x = ay x = pyentre x = qy X = b estan por encima del eje x, mien-
tras que el area entre x = p y x = q esta por debajo del eje x. Por consiguiente, el
area requerida es igual a

Lpf(x) dx + [—J;qf(x) dx} + fqbf(x) dx

EJEMPLO 2 Determine el area acotada por el eje x, lacurvay = x> — 9, y las li-
neasx = 0yx = 4.

Solucion La grafica de y = x2 — 9 aparece en la figura 7. Si 0 = x < 3, esté& por

debajo del eje x; mientras que si 3 < x < 4, estd por encima. Por tanto, el &rea re-
querida esta dada por

3 4
[ —ee—9dx+ [ (-9 d
0 3

X3 3 X3 4
{ 3 gx]o [3 9XL
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@ 8. Determine el area entre el eje
xy lagréficadey = 4 — x2 para

a) 2=x=3
b) —2=x=4

Respuesta a) % b)

64

3

(—%3+9-3)—(—%3+9-o>+(4§—9-4>—(%3—9-3)

18 — 0 + (—%) — (—18) = % unidades cuadradas = 8

Area de regiones entre curvas

Consideremos ahora el area acotada entre las curvasy = f(X) yy = g(x) y las lineas
X = ayx = bh. En primer lugar, supondremos que f(X) >g(x) =0ena=x =bde
modo que ambas curvas estan arriba del eje x y la curvay = f(x) esta por encima
de la curva y = g(x). El area considerada aparece en la figura 9. Es claro que esta
area es la diferencia entre el area de la region acotada pory = f(x), y el eje x y el area
de la region acotada por y = g(x) y el eje x; esto es, el area de la region CDEF en-
tre las dos curvas es igual al area de ABEF menos el area de ABDC.

¥ v =1()
E

n|

/c/\_/ Y=g

FIGURA 9

Por tanto, el area requerida esta dada por

Lbf(x) dx — f: g(x) dx = Lb [AX) — g(x)] dx

Note que en el integrando [f(x) — g(x)], el primer término esta relacionado con la
curva superior y el segundo término g(x) con la curva inferior. Una manera conve-
niente de recordar esta formula es, por consiguiente,

b
L (ysuperior - yinferior) dx

Esta forma también puede usarse a fin de calcular el area entre dos curvas cuan-
do una o0 ambas estan por debajo del eje x y, asimismo, si las dos curvas se cruzan
entre si.
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@ 9. Evalle el area entre las
gréficas dey = x2y y = x para

a) 0=x=1
by 1=x=2

Respuesta a) &+ b)

5
6

EJEMPLO 3 Determine el area entre las curvasy = x2 + 5y y = x3 y las lineas
Xx=1lyx=2

Solucién La gréfica dey = x2 + 5 est4 por encima de la curvay = x3 el intervalo

1 = x = 2. Asi que el area requerida (que aparece sombreada en la figura 10) esta
dada por

2 2
A= '[1 (ysuperior - yinferior) dx = fl (x* + 5) — x¥ dx

3
0 375 unidades cuadradas @ 9

X3 X! 8 1 1 7
= —+5X_I :(§+10_4)_(§+5_Z):3ﬁ

AY
y=x>+5

8 y=x

6_

4_

2_
- >
0 1 2 x

Y

FIGURA 10

EJEMPLO 4 Determine el area de la region encerrada por las curvas y = —x2y
y =x%—8.

Solucion En este caso no se dan los limites de integracion. La primera etapa es
bosquejar las graficas de las dos curvas para determinar el &rea requerida que encie-
rran ademas de los limites de integracion. En la figura 11 aparecen las gréficas de
las dos curvas, en la cual se ha sombreado la regién en cuestion.

Con el objetivo de encontrar los puntos de interseccion de las curvas, debemos
manejar las ecuaciones de las curvas como ecuaciones simultaneas y resolverlas pa-
raxyy. En este ejemplo particular, al igualar las dos expresiones de y resulta:

—X2=Xx2—8 0 2x¢—8=0
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FIGURA 11

En consecuencia, x = *2. En la region que aparece en la figura 11, x varia enton-
ces entre —2 y +2. Por consiguiente,

2
Area = f72 (ysuperior - yinferior) dX

Esta formula conocida aln se aplica, aunque ambas graficas estén por debajo del eje
x. La manera mas facil de ver esto es afiadir una constante suficientemente grande a
las y, con la finalidad de mover ambas gréaficas por encima del eje x (para este caso,
bastara sumar 8). Cuando fqrmamos la diferencia entre Yauperor Y Yinferiors €51& CONStaN-
te que se suma desaparecera. En este caso, la curva superior es y = —x2, de modo

que
. 2
Area= [ [(—x) — (¢ — 8)] dx
-2
2 2
= f (8 —2x) dx = [SX - §X3]
@ 10. Determine el area encerrada
entrey=3-xyy=x*-5 = (16 — %) — (—16 + 18) = % unidades cuadradas « 10

EJEMPLO 5 Determine el area acotada por las curvasy = 1/xyy = x? entre x =
1 —
sYX=2

Solucion Lascurvasy = 1/xyy = x?se intersectan si 1/x = x? 0 x3 = 1; esto es,

cuando x = 1. (Véase la figura 12). En este caso, dividimos el problema en dos par-

tes, debido a que si 3 < x < 1,y .5 = 1/X, pero cuando 1 < x < 2, y, o, = ¥2.
Asi que el area requerida esta dada por

1 1 2 1
A= == x2)dx+ | [x2—=]|dx
Respuesta & 12 (x ) Jl ( X)
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@ 11. Determine el area
encerradaentrey = x2 +x+ 1y
y=x+x2+1

[Sugerencia: Encuentre los
intervalos en los que y, —y, = X -
x3 es positiva y en los que es
negativa].

Respuesta

. 1
Area =f (x — x3) dx +
0

0
fil(x3—x) dx = 3

P

|

= % unidades cuadradas

X _

| (L, 1) \,VIl/X
% 2 X
FIGURA 12

| X3:|1 |:X3 | ]2
nx——1| +|7z—Inx
3 1/2 3 1

@ 11

Concluimos esta seccién dando la expresion para el area acotada por la curva
x = g(y), el eje y y las lineas horizontalesy = cy y = d. Esta area (cuya region apa-

rece sombreada en la figura 13) esta dada por

en donde d = ¢ = 0. Podemos advertir esto si dibujamos de nuevo la figura con el
eje y horizontal y el eje x vertical, como se aprecia en la figura 14. Asi, el &rea en
cuestion se convierte en el &rea entre la curva y el eje horizontal, y esta dada por la

fc i g(y) dy

integral definida. S6lo se han intercambiado las variables x y y.

A

=9

/

FIGURA 13
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@ 12. Haga un bosquejo del area
encerrada entre las graficas de

X =y2yx =y + 2. Exprésela
como una integral con respecto
ayy luego evaltela.

Respuesta

N

2
Area=£l(y+2—y2)dy=%

EJEMPLO 6 Encuentre el area acotada por la parabola y2 = 4x, el eje y y las lineas
horizontalesy = 1yy = 3.

Solucion El area requerida se observa en la figura 15. Aqui x = y?/4, de modo que
g(y) = y?/4. En consecuencia, el &rea que se busca es

3 \,2
y 1y _ 3 g3y _ 13 -
L n dy = [4 3] 12 (3 -1 5 unidades cuadradas @ 12

AY
3 y? = 4x
2
1
- ! ! ! -
Oy 1 2 3 X

FIGURA 15

Integrales impropias

Algunas veces necesitamos evaluar integrales en las cuales el intervalo de integra-
cién se extiende a +oo 0 a —oo 0 ambos. Estas integrales estan definidas como si-
gue:

J:Of(x) dx = lim f: £(x) dx
Lb 169 dx = lim | " () dx

b
f 169 dx = lim nmf () dx

——00 b—oo

suponiendo que el limite pertinente exista. Dichas integrales son integrales impro-
pias.* Una aplicacion importante sobre estas integrales es en la teoria de la proba-
bilidad. (\Véase la seccion 6-8).

* Hay otro tipo de integrales impropias, en las cuales el integrando no esta acotado en algin
punto. Por ejemplo, definimos

j \/—dx—llmL de—llm[Z\/_]l—llm(Z—Z\/_)—Z

a-0+
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@ 13. EvalUe las integrales

impropias siguientes, si existen:

a)f Tz o b)f —dx

c) fooe*"xdx (k>0)
0

Respuesta a) No existe

1 1
b) _E C) I

EJEMPLO 7 Evalle las siguientes integrales siempre y cuando existan.

a) Jfo;%-dx b) j edx o [ dx

oox2+1

Soluciones

00 b b
a) | x2dx=lim| x2dx= Hﬁl[—xl]
1

b—o0 1 b—o0 1

=lim[1-b¥=1-0=1

0 0
X —I X —I X
b) Looe dx almwf e* dx almm[ ]

a

=lim[l-ed=1-0=1

a—>—00

00 b X
o [ M—MHmf dx
—c0 X2 as—cobooo Ja X2 + 1
Hacemos la sustitucion x2 + 1 = u. Entonces, 2x dx = duy

szil dx=f2—1udu=%lnu=

(ignorando la constante de integracion). Por tanto,

1
=In(@+1

o0 X 1 1
dx = lim lim[=In(b®*+ 1) — = In@@ + 1
[ otmim| 3o s n- e+ o)
Ahora cuando b — oo, el primer término de la derecha se vuelve infinitamente gran-
de, por lo cual el limite no existe. Por tanto, la integral impropia en esta parte no
existe. (Ndtese que no debemos hacer a = —b y simplemente hacer b — oo. Debe-
mos hacer a — —oo como un limite distinto y separado de b —o00). @ 13

I (jcRCICIOS 6-2

(1-8) En cada uno de los siguientes ejercicios, determine el

7.y=1-x% x=0,x=2

area de la region acotada por la curvay = f(x), el eje x y las li-

neasx =ayx =bh.

lLy=-x% x=0,x=3

y=1-VXx x=1,x=9
.y=-¢e5 x=In2,x=1In5

.y=x2—-4;, x=0,x=3

2
3
4.y=x5% x=-1Lx=1
5
6

Yy=x-3+2;, x=0,x=3

8.y=2x—-1;, x=0,x=1

(9-14) Encuentre el &rea entre los siguientes pares de curvas y
entre las lineas verticales dadas.

9.y=xy=3x; x=1,x=2
10.y=x,y=2x—1;x=0,x=2

1. y=VXy=xx=0x=1

12.y=x,y=x3% x=0,x=2
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13.y=ey=x% x=0,x=1 (21-30) Determine las siguientes integrales impropias, si exis-

ten.
14, y=x3y=3x—2; x=0,x=2
1 0 1
21. — dx 22, — dx
(15-18) Determine el area de la region encerrada entre los si- L x3 Loo (x — 2)?
guientes pares de curvas.
0 00
15y —xt,y = 2 — x2 23, Lo @-x-%2dx 24 L @x + 3)~* dx
16. y = x4y = Vx . .y
25. f 2 1 dx 26. j ﬁdx
17.y=x3,y =x2 o X°+ o (X2 +1)
18.y=xy=2x 2 xZ1
21 f_oo 0@ —2x+2p &
(19-20) Encuentre el area acotada por las siguientes curvas y - -
las lineas. 28. f ek SN 29. f X e dx
1 X4+ x+1 oo
19.y=x,y=0,y=4yx=0 (ejey)
Oo Ix]
20. y2=x,y=0,y=2yx=0 SO.LXJede

B 6-3 APLICACIONES EN LA ADMINISTRACION Y LA ECONOMIA

Coeficientes de desigualdad para distribuciones de ingreso

Seay la proporcion del ingreso total de cierta poblacién que se recibe por la propor-
cién x de captadores de ingresos cuyo ingreso es minimo. Por ejemplo, suponga que
cuando x = % entonces y = . Esto significaria que al 50% de la poblacién que re-
cibe el ingreso mas bajo corresponde el 25% del ingreso total. O siy = 0.7 cuando
x = 0.9, entonces el 90% de la poblacion con los ingresos mas bajos recibiria el 70%
del ingreso total. En general, dado que x y y son fracciones de un todo, estan entre
Oylincluso(0=x=1y0=y=1)yyesunafuncion de x, esto es, y = f(x).

Supondremos que no hay personas que reciban un ingreso cero, de modo que
f(0) = 0. Més auln, todo el ingreso es recibido por el 100% de los captadores de
ingresos, y asi f(1) = 1. La gréfica de la funcion f(x) que describe la distribucion
de ingreso real se denomina una curva de Lorentz.

Suponga que una curva de Lorentz esta dada por la ecuacion y = £x2 + &x.
(Véase la figura 16). Cuando x = 0.2, tenemos

y = 15(0.2) + £(0.2) = 0.05

Esto significa que el 20% de la gente con los ingresos mas bajos sélo recibe el 5%
del ingreso total. De manera similar, si x = 0.5, tenemos

y = %(0.5)2 + %(05) = 0.2656

esto es, que el 50% de tal gente sélo recibe 26.56% del ingreso total.
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0 0.5 1.0 X
A

FIGURA 16

La equidad perfecta de la distribucion del ingreso esta representada por la li-
neay = x. Por ejemplo, de acuerdo con esto el 10% de la gente recibe el 10% del
ingreso total, 20% de las personas reciben el 20% del ingreso total, etc. La desvia-
cién de la distribucion de ingreso real de la equidad perfecta se mide por el grado
en que la curva de Lorentz real se aparta de la linea recta y = x. Si la curva de
Lorentz esta cerca de la linea recta, el ingreso estara distribuido casi de manera uni-
forme, mientras que una gran desviacion de la linea indica una considerable desi-
gualdad en la distribucion. Definimos el coeficiente de desigualdad de la curva de
Lorentz como

Area entre la curva y la lineay = x

L= .
Area bajo la lineay = x

Ahora bien, el area bajo la linea y = x es un tridngulo rectangulo, de modo
que esté4 dada por

1(base) X (altura) =1-1-1=1

En consecuencia, el coeficiente de desigualdad de una curva de Lorentz esta dado
por

L = 2 - Area entre la curva de Lorentz y la lineay = x

1
=2 ] Ix /(] ox

en donde y = f(x) es la ecuacion de la curva de Lorentz.
Por ejemplo, el coeficiente de desigualdad de la curva de Lorentz dada por
y=f() =33% + fyxes
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@ 14. Calcule el coeficiente de la
desigualdad para la curva de
Lorentz dada por y = ax? +

(1 — a)x, en donde a es una
constante. Verifique el resultado

en el ejemplo dado en el texto.

Respuesta 1a. El ejemplo en el
texto corresponde aa = 3

1 15 1
L—ZJ0 [X—(EXZ-FEX)]dX

1/15 15
—o[ [Rx-22x|d
o<16x 16X)X

_,. 15 2 _E_Z_X_T
- 16L(X X)dx_s{z 3|,

15/1 1 15 1
- = - = _ + = —_— =
8 (2 3 0 0) 8 6

S
16

El coeficiente de desigualdad siempre esta entre 0 y 1, como es evidente por
su definicion geométrica. Cuando el coeficiente es cero, el ingreso esta distribuido

de manera uniforme perfecta; cuanto mas cerca esté de 1, mayor seré la desigualdad
en la distribucion del ingreso. < 14

Curvas de aprendizaje

En produccidn industrial, la administracion a menudo debe estimar de antemano el
namero total de horas-hombre que requerira con la finalidad producir un namero de-
terminado de unidades de su producto. Por ejemplo, esto se requiere para establecer
el precio de venta, la fecha de entrega o la concertacién de un contrato. Una herra-
mienta que con frecuencia se utiliza para tal prediccion se denomina curva de
aprendizaje.

Se sabe que una persona tiende a requerir menos tiempo en la ejecucién de
una tarea particular si ya la ha realizado antes un nimero de veces. En otras pala-
bras, cuanto mas repita una persona una tarea, serd méas eficiente y empleara menos
tiempo al realizarla de nuevo. Asi, entre mas unidades se produzcan en una serie de
produccion, el tiempo necesario para producir cada unidad ira descendiendo.

Sea T = F(x) el tiempo (por ejemplo, en horas-hombre) necesario en la pro-
duccidn de las primeras x unidades. Un incremento Ax en la produccién demanda
un incremento AT en el tiempo, y la razon AT /Ax es el tiempo promedio por uni-
dad adicional producida cuando el nimero de unidades producidas cambia de x a
X + Ax. En el limite cuando Ax — 0, esta razdn se aproxima a la derivada dT/dx =
F’(x), que es el tiempo requerido por unidad adicional cuando ocurre un pequefio in-
cremento en la produccion. Al igual que las otras tasas marginales, esta cantidad es
casi igual al tiempo requerido en la produccién de la siguiente unidad; esto es, la
unidad namero (x + 1).

Si hacemos F'(x) = f(x), la funcion que por lo regular se utiliza en tal situa-
cion es de la forma

£09 = ax

en donde a y b son constantes cona >0y —1 =< b < 0. La eleccion de ax? con
—1 = b < 0 asegura que el tiempo requerido por unidad disminuye a medida que
se producen mas y mas unidades. (Véase la figura 17). La gréfica de f(x) se deno-
mina una curva de aprendizaje. En la practica, las constantes a y b se determina-
rian con base en series de produccion preliminar o por experiencias con productos
similares.
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@ 15. Una curva de aprendizaje
esta dada por f(x) = 1 + 3x702,
Calcule el niumero de horas de
trabajo necesarias para producir
las primeras 100 unidades y las
segundas 100 unidades.

Respuesta 249.3y 210.6

y = f(x) = ax?; (b<0)

<Y

FIGURA 17

A condicion de que el mejoramiento en la eficiencia o el aprendizaje sea lo
bastante regular, la curva de aprendizaje (una vez que se ha establecido) puede uti-
lizarse en la prediccion del nimero total de horas-hombre requeridas en niveles de
produccion futuros. EI nimero total de horas-hombre AT requeridas para producir
unidades numeradas ¢ + 1 hasta d esta dado por

AT = (horas-trabajo para unidades producidas d)
—(horas-trabajo para producir las primeras c de ellas
= F(d) - F(©)

Esto es,

d
c

AT:fdf(x) dx = [ ax> dx

EJEMPLO 1 Después de producir 1000 televisores, una empresa determina que su
planta de ensamblado esta siguiendo una curva de aprendizaje de la forma

f(x) = 20x-01%2

en donde f(x) es el nimero de horas-hombre requeridos con el propésito de ensam-
blar el televisor nimero (x + 1). Estime el nimero total de horas-hombre requeri-
das en el ensamblado de 4000 televisores adicionales.

Soluciéon EIl nimero total de horas-hombre requeridas en el ensamblado de 4000
televisores adicionales después de los primeros 1000 esta dado por

AT 5000 ’ jsooo 20x-0152 [20 x—0.152+1 ]5000
= X X = X~ 0- X = S —
1000 1) 1000 —0.152 + 1 {1000

= 818 2(1)18 [(5000)0848 — (1000)0848] = 23.59(1370 — 350)

= 24,060 @« 15
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Maximizacion de la utilidad con respecto al tiempo

Existen ciertas empresas como la explotacion de minas y la perforacion de pozos
petroleros que se tornan no rentables después de cierto periodo. En tales operacio-
nes, la tasa de ingreso R’(t) (digamos ddlares por mes) puede ser muy alta al inicio
de la operacion, aunque puede decrecer a medida que transcurre el tiempo debido al
agotamiento del recurso. Esto es, R’(t) a la larga se convierte en una funcion decre-
ciente con respecto al tiempo. Por otra parte, la tasa de costo C’(t) de operacion es
pequefia en un principio pero con frecuencia se incrementa a medida que el tiempo
transcurre por el incremento en el mantenimiento, costo de extraccion mas altos y
muchos otros factores. Por ello, la tasa de costo C’(t) a menudo es una funcion cre-
ciente con respecto al tiempo. En tales operaciones existe un instante en que el cos-
to de mantener la operacién se hace mas alto que el ingreso y la empresa empieza a
perder dinero. EI administrador de tal operacion afronta el problema de seleccionar
un instante para cerrar la empresa que resultaria en la utilidad maxima obtenida.

Denotemos con C(t), R(t) y P(t) el costo total, el ingreso total y la utilidad to-
tal hasta el instante t (medidas desde el inicio de la operacion), respectivamente. Se
sigue que

P(t) = R(t) — C(t) y asimismo P/(t) =R'(t) — C'(t)
La utilidad maxima total ocurre cuando
P'(t)=0 o bien, R’(t) = C’(1)
En otras palabras, la operacion deberia realizarse hasta el instante t;, en que R’(t,) =
C’(t,), esto es, hasta el instante en que la tasa de ingreso y la tasa de costo sean igua-

les. (Véase la figura 18).
La utilidad total en el instante t, esta dada por

P(t) = folP'(t) dt = fol [R'(t) — C’(®] dt

Esta es la maxima utilidad que puede obtenerse y sin duda puede interpretarse co-
mo el area de la region acotada por las graficas de R’(t) y C’(t) situada entret = 0

yt=t,.

Utilidad
maxima

A

FIGURA 18
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Observacién Puesto que t = 0 es el instante en que la operacién inicia la pro-
duccion, el ingreso total R(0) en este instante es cero. En el analisis anterior, habia-
mos supuesto también que el costo total C(0) era cero. En general, esto no puede ser
cierto, debido a los costos fijos (esto es, costos de apertura) que deben realizarse an-
tes de que la produccion se inicie. Asi que, en la practica, debemos restar estos cos-
tos fijos de la expresion anterior de P(t,) a fin de obtener la utilidad maxima real.

EJEMPLO 2 Las tasas de costo e ingreso de cierta operacién minera estan dados
por

C')=5+223 vy R(t) = 17 — 28

en donde C y R se miden en millones de dolares y t en afios. Determine qué tanto
debera prolongarse la operacion y encuentre la utilidad total que puede obtenerse
durante este periodo.

Solucién El instante 6ptimo t, que dara como resultado la utilidad maxima es el
instante en que las dos tasas (de costo y de ingreso) son iguales. Es decir,

C'(t) = R(t)
5+ 2128 = 17 — 128
3t =17 - 5=12
/3 =4
t=242=8

En consecuencia, la operacion debera mantenerse por t, = 8 afios. La utilidad que
puede obtenerse durante este periodo de 8 afios esta dada por

8
P=] R -C®]dt
0

8
= [ 07 -er -+ 209 dt
0

° 23 e
- (12—3t/)dt=[12t—35/3]o

=96 — 2 (32) = 38.2 (millones de ddlares)

Valor presente de un ingreso continuo

En los ejemplos como el que acabamos de dar, donde un ingreso esta repartido a lo
largo de un nimero de afios futuros, a veces es Util calcular el valor presente de este
ingreso. Esto puede ser particularmente valioso cuando una compaiiia tiene que
elegir entre tasas alternativas para explotar sus recursos.

Como en estos casos el ingreso se obtiene continuamente sobre un periodo, es
necesario utilizar descuentos continuos para calcular el valor presente. De acuerdo
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@ 16. ;Cudl es el valor presente
de un centavo por minuto

recibido de manera continua
durante el periodo de los siguientes
5 afios?

Suponga una tasa de interés anual
de 6%

Respuesta
5

VP.= [ (60 - 24 - 365)e-00% dlt
0

= 2,270,432 centavos
= $22,704.32

@ 17. Una persona estima que su
ingreso anual t afios a partir de hoy
serd de (60 + 2t) miles de dolares.
Calcule el valor presente de este
ingreso en los siguientes 20 afios,
suponiendo que el ingreso se recibe
de manera continua y utilizando
una tasa de interés anual de 8%.

Respuesta

20

(60 + 2t)e 008t it
0

= 747.04 miles de dolares

V.P. =

con este método, el valor presente de un ingreso | obtenido t afios futuros es le™",
donde r = R/100 y R es la tasa de interés nominal. Si f(t) es la tasa de utilidad en
el tiempo t, entonces, el valor presente de la utilidad total obtenida entre t =0 y
t = T esta dada por

.
Valor presente =f f()etdt Q
0

Otra aplicacién de esta idea es el caso de una anualidad que se paga sobre un
periodo desde t = 0 hastat = T. Si la anualidad se paga frecuentemente, podemos
verla al menos aproximadamente como si se pagara de manera continua. El valor
presente (0 sea, el valor en t = 0) de la anualidad esta dado por la ecuacion (1), don-
de f(t) es la tasa de la anualidad (en ddlares por afio). < 16

EJEMPLO 3 (Estrategia de desarrollo de recursos) Una compafiia minera debe
decidir entre dos estrategias para explotar sus recursos. Invirtiendo $10 millones en
maquinaria serd capaz de producir una utilidad neta de $3 millones anuales de ma-
nera que el recurso durard 10 afios. Alternativamente, la compafiia puede invertir
$15 millones en una maquinaria mejor para obtener una utilidad neta de $5 millo-
nes al afio por un periodo de 7 afos. Suponiendo una tasa de descuento nominal de
10%, ¢cual estrategia debera utilizar la compafiia?

Solucién La primera estrategia tiene una razon de utilidad de f(t) = 3, asi que su
valor presente es (r = 0.1, T = 10)

10
P, = fo 301 gt — 10

10
= [—30e0-1t] ~ 10
0

=30(1 — e™1) — 10 = $8.964 millones.

(Nétese que la inversion inicial de $10 millones se debe restar del valor presente de
la utilidad). Similarmente, el valor presente de la segunda estrategia es

7
P, = [ 5e-oitdt — 15 = 50(1 — e-°7) — 15 = $10.171 millones
0

La segunda estrategia es mejor que la primera, por aproximadamente $1.2 millones.
- 17

Superavit del consumidor y del productor

Sea p = f(x) la curva de demanda de cierto articulo y p = g(x) la curva de la ofer-
ta del mismo articulo. Aqui x denota la cantidad del articulo que puede venderse o
suministrarse a un precio p por unidad. En general, la funcién de demanda f(x) es
una funcién decreciente indicando que los consumidores dejaran de comprar si el
precio se incrementa. Por otro lado, la funcidn de la oferta g(x) por lo regular es una
funcion creciente porque los productores con todo gusto proveeradn mas si consiguen
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p=g()

FIGURA 19

precios mas altos. El equilibrio del mercado (x,, p,) es el punto de interseccion de
las curvas de demanda y de oferta. (\VVéase la figura 19).

A partir de la gréfica de la curva de demanda, es claro que a medida que el
precio se incrementa, la demanda decrece. Esto implica que hay algunos consumi-
dores que estarian dispuestos a comprar el articulo a un precio mas alto, que el
precio en el equilibrio del mercado p, que en realidad deberian pagar. Por tanto, es-
tos consumidores ahorran dinero como resultado de la operacién del mercado de li-
bre competencia.

Considere la cantidad Ax de unidades entre x, y x; + Ax. El area p,Ax del rec-
tangulo ABCD de la figura anterior puede interpretarse como la cantidad total de di-
nero que los consumidores pagarian por estas Ax unidades si el precio fuera p, =
f(x,) por unidad. En el precio de equilibrio del mercado p,, la cantidad real gastada
por los consumidores en estas Ax unidades es p,Ax. En otras palabras, los consumi-
dores ahorran una cantidad igual a p,Ax — p,Ax = [f(x,) — p,JAX en estas uni-
dades. Este ahorro es igual al area del rectangulo sombreado ABEF de la figura 19.
Si dividimos el rango de x = 0 a x = x; en un gran numero de intervalos de longi-
tud Ax, obtenemos un resultado similar en cada intervalo: los ahorros de los consu-
midores son iguales al area de un rectangulo como ABEF situado entre la curva de
demanda y la linea horizontal p = p,. Sumando todos esos ahorros entre x = 0y x
= X,, obtenemos el monto total (o ahorro) de los consumidores. Este se conoce co-
mo el superdvit de los consumidores (SC) y esta dado por el &rea entre la curva de
demanda p = f(x) y la linea horizontal p = p,. (Vease la figura 20).

El superavit de los consumidores esta representado por la integral definida

SC = fo ) — pgl dx = L © A% dx — poxg
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FIGURA 20

De manera similar, en un mercado de libre competencia existen también pro-
ductores que estarian dispuestos a vender el articulo a un precio menor, que el de
equilibrio de mercado p, que los consumidores en realidad pagan. En tal situacion,
los productores también se benefician; este beneficio de los productores se denomi-
na el superdvit de los productores (SP).

Usando un razonamiento similar al que se acaba de exponer, podemos com-
probar que la ganancia total de los productores o superavit de los productores (SP)
esta dado por el area entre la curva de oferta y la recta horizontal p = p,. (Véase la
figura 20). Esto es,

5P = [ e, — 9091 o = p = [ 909 x

en donde p = g(x) es la relacion de la oferta.

EJEMPLO 4 Las funciones de la oferta y la demanda de cierto producto estan da-
das por
S: p=g9g(x) =52+ 2x 2)

D: p=f(x) =100 — x? (3)

Determine el superavit del consumidor y del productor, suponiendo que se ha esta-
blecido el equilibrio del mercado.

Solucién El punto de equilibrio (x,, p,) se obtiene resolviendo las ecuaciones de
oferta y demanda simultaneamente para x y p. Igualando las dos expresiones de p
de las ecuaciones (1) y (2),
52 + 2x = 100 — x?
X2+ 2x—48=0
x—6)(x+8=0
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@ 18. Calcule el superavit del
consumidor y del productor,

si las ecuaciones de la demanda
y de la oferta son
3p+5x=28yp=2x+ 2,

36X — —
3

gue dax = 6 0 x = —8. Dado que el valor negativo de x es inadmisible, nos queda-
mos con X = 6. Sustituyendo este valor en la ecuacion (2), obtenemos que p = 52 +
12 = 64. Por consiguiente, tenemos los valores de equilibrio x, = 6 y p, = 64. El
superavit del consumidor esta dado ahora por

SC = fo “1Fx) — o dx

- fo  [(100 — x?) — 64] dx

=216 — == = 144

X3 ]6 216
0 3

Y el superavit de los productores es

5P = [ I, — gl ox

respectivamente.
Respuesta
SC=1%,sP=4

- f: [64 — (52 + 2%)] dx

6
=[12X—X2} =72-36=36 @ 18
0

I jcrCicios 6-3

1. (Curva de Lorentz) La distribucion del ingreso de cierto
pais esta descrita por la curva de Lorentz y = 32 X% + - X,
en donde x es la proporcion de captadores de ingresos y y
es la proporcion del ingreso total recibido.

a) ¢Qué proporcidn recibe el 20% de la gente mas pobre?

b) Determine el coeficiente de desigualdad de la curva de
Lorentz.

2. (Curva de Lorentz) Repita el ejercicio 1 en el caso de la
curva de Lorentz y = 0.94x2 + 0.06x.

3. (Curva de aprendizaje) Después de pintar los primeros 40
automdviles, un establecimiento de pintado de automo-
viles estima que la curva de aprendizaje es de la forma
f(x) = 10x~925, Encuentre el nimero total de horas-hom-
bre que se requeriran para pintar 60 automoviles mas.

4. (Curva de aprendizaje) Sonido X & Y produce radio-
rreceptores en su linea de ensamblado. Se sabe que los pri-
meros 100 aparatos (1 unidad) les lleva un total de 150
horas-hombre y por cada unidad adicional de 100 aparatos,
se requirid6 menos tiempo de acuerdo con la curva de
aprendizaje f(x) = 150x %2, en donde f(x) es el nimero
de horas-hombre requeridas para ensamblar la unidad nd-
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mero (x + 1). ;Cuantas horas-hombre se requeriran con el
objetivo de ensamblar 5 unidades (esto es, 500 radiorre-
ceptores) después de que se han ensamblado las primeras 5
unidades?

. (Curva de aprendizaje) Electronica Morales produce calcu-

ladoras electronicas en su linea de ensamblado. Las prime-
ras 50 calculadoras demandan 70 horas, y por cada unidad
adicional de 50 calculadoras, se requiere menos tiempo
de acuerdo con la curva de aprendizaje f(x) = 70x032,
¢Cuénto tiempo demandara el ensamblado de 500 calcula-
doras después de que se han ensamblado las primeras 200
calculadoras?

. (Curva de aprendizaje) Suponiendo que existe una mejora

del 20% cada vez que la produccién se duplica (por ejem-
plo, la sexta unidad requiere 80% del tiempo consumido
por la tercera unidad, la vigésima unidad requiere 80% del
tiempo demandado por la décima unidad, etc.) determine
el valor de la constante b para la curva de aprendizaje

f(x) = ax®.

. (Maximizacion de la utilidad) Las tasas de ingreso y costo

en una operacion de perforacion petrolera estan dados por
RI()=14—1t/2 y  C’(t)=2+ 3t1/2



respectivamente, en donde el tiempo t se mide en afios y R
y C se miden en millones de délares. ¢Cuéanto debera pro-
longarse la perforacion para obtener la utilidad maxima?
¢Cuél es esta utilidad maxima?

. (Maximizacion de la utilidad) Las tasas de ingreso y de

costo de cierta operacién minera estan dadas por
R’(t) = 10 — 2t1/3 y C'(t) =2+ 2t1/3

respectivamente, en donde t se mide en afiosy Ry C se mi-
den en millones de délares. Determine por cuanto tiempo
debera continuarse la operacion con la finalidad de obtener
una utilidad maxima. ¢Cual es el monto de la utilidad ma-
xima, suponiendo que los costos fijos de operacién inicial
son de $3 millones?

(9-14) (Superavit del consumidor y del productor) Determine
el superavit del consumidor y del productor en el caso de un
producto cuyas funciones de demanda y de oferta aparecen en-
seguida. (Suponga que se ha establecido el equilibrio del mer-

cado).

9. D:p=15—2x 10. D:p =17 — 0.5x
S:ip=3+x S:p=5+0.3x

11. D: p = 1200 — 1.5x2  12. D:p = 120 — x?
S: p =200 + x? S:p=32+ 3x
. 280 . 370

13'D'p_x+2 14. D:p <+ 6

15.

16.

17.

S: p=20 + 2.5x S: p=38+0.2x

(Decision de inversion) Una compaiiia puede reducir sus
gastos laborales automatizando su planta. Sin embargo, la
automatizacion de la planta requiere mantenimiento sus-
tancial extra, el cual se incrementa con el tiempo. El aho-
rro neto anual después de t afios estd dado por S’(t) =
120 — 4t — (1/2)t2 (millones de délares por afio). Calcule
el ahorro total sobre los 8 primeros afios. ¢Cuantos afios
debe conservarse el equipo automatizado antes de que los
ahorros totales empiecen a decrecer? ;Cual es el valor ma-
ximo de los ahorros totales?

(Decision de inversion) Una compafiia esta considerando
la compra de una nueva maquinaria con un costo de $5000.
Se estima que la maquina ahorrara dinero a la compafiia a
una tasa de 160(5 + t) délares anuales en un tiempo t des-
pués de la adquisicion. ;Se pagara la maquina a si misma
durante los préximos 5 afios?

(Decision de inversion) Para tomar la decision correcta en
el ejercicio anterior, la compafiia debe calcular el valor pre-
sente de sus ahorros futuros y compararlos con el costo de
la maquina. Calcule el valor presente de los ahorros en los
primeros 5 afios después de la adquisicion de la maquina,
suponiendo una tasa de interés nominal del 8%. ;Se paga-
ra la maquina a si misma ahora en este periodo de 5 afios?

SECCION 6-3

18.

19.

20.

21.

22.

23.

(Maximizacion de utilidad) En una operacién de extrac-
cion de petroleo las tasas de ingresos y costos son

R() =20 — t, C/t) = 4

donde t esta en afios, R y C en millones de ddlares. Encuen-
tre el nimero de afios que tiene que funcionar la operacion
para asegurar una utilidad total maxima. Calcule el valor
presente de la utilidad total suponiendo una tasa nominal
de descuento de 10%.

(Maximizacion de utilidad) Repita el ejercicio anterior si
R’(t) = 50 — 2t, C'(t)=20 +t

y la tasa de descuento nominal es 12.5%

(Estrategia de desarrollo) Una compafiia minera puede
escoger entre dos estrategias para explotar sus recursos. La
primera implica un costo inicial de $25 millones y produ-
cird una utilidad neta de $10 millones anuales durante los
préximos 20 afios. La segunda representa un costo inicial
de $60 millones y producira una utilidad neta de $20 mi-
llones anuales por un periodo de 10 afios. Calcule el valor
presente de estas dos estrategias suponiendo una tasa de
descuento nominal de 10%. ¢Cudl es la mejor estrategia?

(Estrategia de desarrollo) Repita el ejercicio 20 cuando la
tasa de utilidad para la primera estrategia es P’(t) = (20 —
t) millones de doélares y la tasa de utilidad para la segunda
es de P’(t) = (40 — 4t) millones de délares. Suponga los
mismos costos Yy tasa de descuentos iniciales.

(Ahorro de maquinaria y costos) Una compafiia adquirid
una maquina nueva a un costo de $19,000. Estiman que
esta maquina ahorrara dinero a la compafiia a razén de
1000(5 + t) ddlares por afio en un tiempo de t afios después
de su adquisicion. Sin embargo, el costo de operacion de la
maquina en ese tiempo serd (1500 + 135t?) délares anua-
les. Calcule el ahorro neto total de la compafiia durante los
primeros t afios. Pruebe que después de 5 afios estos aho-
rros netos han sobrepasado el precio de adquisicion. Deter-
mine el nimero de afios que la compafiia deberad quedarse
con la maquina y el ahorro neto total durante ese tiempo.

(Crecimiento del capital) Si A(t) es el capital de una em-
presa en el instante t e I(t) es la tasa de inversion, se sigue
que dA/dt = I. Determine el incremento en el capital entre
t =4yt = 9silatasa de interés estd dada por I(t) = 4 +
Vi (en miles de ddlares por afio).

(24-26) (Crecimiento de capital) Durante el periodo 0 =t =

T, un capital es invertido continuamente en una empresa a
una tasa I(t). Si la inversién crece continuamente a una ta-
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sa de interés nominal R, entonces, el capital invertido en un X X0

tiempo t habra crecido en valor por el factor e'™-9 al final SC=— fo Xfeydx —y  SP= jo xg'(x) dx

del periodo (r = R/100). Por tanto, el valor final de la in- . N .
version es igual a Usando integracion por partes, obtenga las expresiones de

SC y SP dadas en el texto.

T
A = L IO dt 28. Pruebe que

Calcule el valor final sir = 0.1y T = 10 en los siguientes Po Pm
Casos. SP = fo x dp y SC = fp x dp
0
24. 1(t) = |, constante en donde p,, es el precio en que la demanda cae a cero.
21 si0=t=5
25. 1 = { 0 si5<t=10 *29. (Rentabilidad financiera) En una empresa en que los bie-
nes de capital se consideran fijos, sea P(x) el valor en dé-
0 sio<t<5 lares de la produccion cuando se emplean por semana X
26.1(t) = {2| si5<t=10 horas-hombre de mano de obra. La derivada P’(x) se de-
nomina la productividad marginal de la mano de obra.
¢Cudl de las tres estrategias en los ejercicios 24-26 da el Si w es la tasa de salarios (en dolares por hora-hombre), la
valor final méaximo? ¢Por qué? funcion de utilidad esta dada por P(x) — wx (ignorando

costos fijos). Demuestre que tiene sentido contratar x, ho-
ras-hombre en donde x, es la solucion de la ecuacion
P’(x,) = w. Luego, pruebe que la utilidad esta dada por

*27. (Superavit del consumidor y del productor) Si la curva de
demanda es p = f(x), demuestre que

Xo
P’(x) — P’(x,)] dx
EaE—- | GEOREN
e interprete esto como un area apropiada. Esta cantidad se
conoce como la rentabilidad financiera de los bienes de
capital dados. Encuentre la rentabilidad financiera si la
productividad marginal estd dada por P’(x) = 120(x +

400)~%/2, en donde la tasa de salarios es:
(%)(Sp) = x,g'(x) a) $3 por hora
’ b) $4 por hora

[Sugerencia: si x, — X, + AXx, se sigue que A(SC) =
Xo(—Ap,)]. Si la curva de oferta es p = g(x), pruebe que

Demuestre también que c) $5 por hora

B 6-4 VALOR PROMEDIO DE UNA FUNCION

Seay = f(x) una funcion definida en los n puntos x;, X,, X;, - - -, X,. Entonces el va-
lor promedio de los n valores de la funcion correspondientes f(x,), f(X,), - - - » f(X,)
se denota por f 0y y esta dado por

y= )+ fx) + -+ f(x)

n

Esta definicion puede extenderse al caso cuando f(x) esta definida y es continua pa-
ra todos los puntos en un intervalo [a, b]. Entonces, el valor promedio de f(x) sobre
[a, b] esta definido como

7ot [ reoos

—a
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@ 19. Calcule a) el valor
promediodee*en —1=x=1
b) el valor promedio de x en
a=x=b

Respuesta
a)ze—e™l) b)za+h)

Si f(x) = O enelintervalo [a, b], entonces podemos interpretar ]_‘ geométrica-
mente como sigue. De la definicion anterior de f,

b —
| r00ax =700 - a) ®

Pero [P f(x) dx representa el area entre el eje x, la curvay = f(x), y las rectas
verticales x = a, x = b. De la ecuacion (1), esta area es igual f(b — a), la cual es
igual al area de un rectangulo de altura f y ancho b — a, como se muestra en la fi-
gura 21. Asi, f es la altura del rectangulo que contiene la misma area que aquélla
bajo la curva.

|

4 N

¥

FIGURA 21

EJEMPLO 1 Encuentre el valor promedio de la funcion f(x) = x® en el intervalo
[1, 3], e interprete geométricamente el resultado.

Solucion Tenemos

_ 1 b 1 3 1 X43
- = — 3 = — | — =
7 b_aLf(x)dx 3_1J1xdx 2{4] 10

1

Un rectangulo de altura 10 y ancho b — a = 3 — 1 = 2 tiene la misma &rea que la
region bajo lacurvay = x®entrex =1yx =3. @ 19

EJEMPLO 2 Una dosis de 2 miligramos de cierta droga es inyectada en el torrente
sanguineo de una persona. La cantidad de droga que queda en la sangre después de
t horas esta dada por f(t) = 2e~%32 Encuentre la cantidad promedio de la droga en
el torrente sanguineo durante la segunda hora.

Solucion Aqui tenemos que encontrar el valor promedio de £(t) en el intervalo des-
det=1at = 2. Por definicion tenemos

— 1 b
f=om7 ] roa

.
2-1

2 -0.32t ]2
[F2e0s2dt =2 [ ¢ ]
1

— 0_1](-5 (e—0.64 _ e—0.32) =124
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@ 20. En el ejemplo 3, calcule EJEMPLO 3 Una compafiia introduce un producto nuevo, al que le pone un precio

la utilidad promedio esperada de $5. El costo de producir x unidades semanales es (1000 + 2x) délares. Se proyecta
semanal durante el segundo afio, que durante el primer afio, las ventas semanales aumentaran a una tasa constante de
suponiendo que la tasa de 200 a 600 unidades. Calcule la utilidad promedio esperada semanal durante el pri-

crecimiento permanece igual.

mer afo.

Solucion El ingreso de x unidades semanales es 5x délares. Por tanto, la funcién
de utilidad semanal es

P(x) = Ingreso — Costo = 5x — (1000 + 2x) = 3x — 1000

El valor promedio de esta funcién en el intervalo 200 = x = 600 es, entonces,

1 600 1 3 600
PX) = —————— 3x — 1000) dx = ——| —x2 — 1000 =200
) 600 — 200 Loo (3 ) dx 400 [ 2" X} 200

Respuesta  $1400 Por tanto, la utilidad promedio es $200 semanales durante el primer afio. @ 20

L EERERY

(1-12) Encuentre el valor promedio de las funciones en los in- a un precio de p cada una. Encuentre el ingreso promedio
tervalos dados. en el intervalo de venta desde x = 100 hasta x = 200.
1 f(x) =3; [ab] 15. (Valor promedio de una inversion) Si una suma de $1000
B . se invierte al 6% compuesto continuamente, entonces el
2. f(x) = 2x+ 5 [1,4] valor V de la inversion después de t afios es V = 1000e0%6t,
3. f(x) =x% [0, 2] Encuentre el valor promedio de una inversion a 5 afios.
4. f(x) =4 —3x% [-1,1] 16. (Tamafio promedio de una poblacion) La poblacién de un
5 0.2 pueblo pequefio era de 2000 en 1987 y ha crecido de acuer-
- f0) =x%510.2] do con la férmula p(t) = 2000e%%3, donde t se mide en
6. f() =5—4x% [1,2] afios y t = 0 corresponde a 1987. Encuentre la poblacion
romedio del pueblo entre los afios 1987 y 1997.
7. f00 =% +2x [L,3] P 3 y
17. (Inventario promedio) Un almacén pide a un fabricante
= xVx2 .
8. (%) X V2 +16; [0, 3] 100 articulos cada 4 semanas. Durante las primeras 4, los
9. f(x) =¢; [0,In2] articulos se venden a razén de 20 por semana, durante las
) segundas 4 se venden 30 articulos por semana. Calcule el
10. f() = (Inx)/x; [1, 9] nmero promedio de articulos almacenados durante un pe-
11 f(x) = 1/x; [1, €] riodo de 8 semanas.
12. f() =Inx; [L 3] 18. (Rendimiento promedlo)_ El ingreso d~e una |nver§|0n n}lne-
ra es cero durante los primeros dos afios y después varia de
13. (Costo promedio) El costo semanal C (en ddlares) de pro- acuerdo con la formula R(t) = 5e~04=2 (t = 2), donde t
ducir x unidades de un producto esta dado por es el tiempo en afios. Calcule la ganancia promedio anual en
el intervalo 0 = t = 10.
C(x) = 5000 + 16x + 0.1x?
19. (Tamafio promedio de una poblacién) Una poblacién esta
El fabricante estima que la produccion sera entre 200 y 300 disminuyendo de acuerdo con la férmula P(t) = 2 X
unidades. ;Cual sera el costo promedio semanal en ese in- 108/(1 + t), donde t es el tiempo. Encuentre el tamafio pro-
tervalo? medio de la poblaciénentret = 1yt = 3.
14. (Ingreso promedio) La funcion de demanda de un produc- 20. (Temperatura promedio) Cierto dia entre las 6 A.M. y las 6
to es p = 20 — 0.05x, donde x unidades pueden venderse P.M., la temperatura en Vancouver varia de acuerdo con la
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21.

22.

formula T(t) = 13 + 3t — 5 2. (Donde t es el tiempo en
horas y t = 0 corresponde a las 6 a.m.) Calcule la tempe-
ratura promedio:

a) Entre las 6 A.M. y mediodia

b) Entre mediodiay las 6 .M.

(Velocidad promedio) La velocidad de un objeto arrojado
verticalmente al aire esta dado por V(t) = 64 — 32t, donde
t es el tiempo en segundos. Calcule la velocidad promedio:
a) Durante el primer segundo

b) Entret=1yt=3

(Costo promedio y curva de aprendizaje) Una fabrica de
televisores encuentra que la curva de aprendizaje para una

B 6-5 INTEGRACION NUMERICA

(SECCION OPCIONAL)

23.

linea de montaje es f(x) = 20x~°%2, donde f(x) es el nd-
mero de horas de trabajo necesarias para armar el aparato
nimero (x + 1). Calcule el nimero promedio de horas de
trabajo en armar aparatos:

a) Durante los primeros 1000

b) De 3001 a 4000

(Presion promedio de la sangre) En el transcurso de la
reunion muy tensa de un comité, la presion sistolitica de
la sangre del presidente de la sesion aument6 de acuerdo
con la formula P(t) = 140 + 4t + t2, donde t es el tiem-
po en horas. Calcule la presion promedio de la sangre:

a) Durante la primera media hora

b) Durante la tercera hora

Considere la integral f V1 + x*dx. Como f(x) = V1 + x*es continua y no negativa
V1+x

en el intervalo 0 = x = 1, esta integral representa el area bajo la curvay =

entre x = 0y x = 1. Pero no podemos encontrar la antiderivada de V1 + x* por los
métodos estudiados en este libro. De hecho, esta antiderivada no puede expresarse
en términos de funciones elementales. En realidad, hay muchas de esas funciones
cuyas antiderivadas no pueden encontrarse por los métodos de integracion conoci-
dos. Por ejemplo, otra funcidn es f(x) = e~/2 la cual se usa frecuentemente en
estadistica y cuya antiderivada no puede encontrarse en términos de funciones ele-
mentales. En esos casos, no podemos usar el teorema fundamental del célculo para
evaluar la integral definida. Pero existen métodos que nos permiten calcular valores
aproximados de cualquier integral definida y el proceso se conoce como integra-
cién numérica. En esta seccion describiremos dos de estos métodos para evaluar
aproximadamente la integral definida f: f(x) dx.

Regla del trapecio

Considere la integral f f(x) dx. Para deducir la regla del trapecio, primero dividi-
mos el intervalo [a, b] en n subintervalos iguales, de longitud h cada uno, de mane-
raque h = (b — a)/n. Los extremos de los subintervalos son a, a + h, a + 2h, a +
3h,. .., y denotamos los valores de f(x) en esos puntos pory,, ¥,, ¥z, - - » Y51 CO
mo se muestra en la figura 22. En cada subintervalo, aproximamos el area bajo la
curva por el area del trapecio que consiste en la figura de cuatro lados con dos la-
dos verticales y cuyo lado superior se obtiene uniendo los dos puntos de la grafica
correspondientes a los extremos del subintervalo. (Véase la figura 23). Entonces, el
area total bajo la curva desde x = a a x = b es aproximadamente igual a la suma de
las areas de los n trapecios.
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/ ™~
y=fx)

yl yz y3 y4 yn—4 yn yn+1
h| h| h| h h
a a+ 2h b=a+ nh
a+h
FIGURA 22 FIGURA 23

Considere el trapecio en el primer subintervalo. El area de este trapecio es
igual a la suma de las areas del rectangulo de altura y,, y ancho h y del triangulo de
base h'y altura (y, — y,), como se muestra en la figura 23. Por tanto, el area de este

trapecio es
1 h
h- Y1 + Eh(yz - y1) = E(yl + yz)
Analogamente, las areas de los trapecios en los otros subintervalos son
h h h
S0ty SOty S Ot Yl
Asi,
b
f f(x) dx = Suma de las areas de los trapecios
a

h h h
=;m+m+;m+m+gm+m
h
+'”+E(yn+yn+l)

h
=5{w+ﬂw+m+~-+m+wwﬂ

Podemos resumir la regla del trapecio como sigue.

Regla del trapecio

Si f(x) es continua en [a, b], entonces,
b h
[ A R R

dondeh = (b —a)/Nyy, Yy Vs ..., Y, s0nlosvaloresdey = f(x) enx = a,
a+ha+2h...,a+nh=0b
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@ 21. Utilice la regla del trapecio

5
para aproximar f X2 dx utilizando
0

a) 5 subintervalos
b) 10 subintervalos.
¢ Cuél es el valor exacto?

Respuesta a) 42.5; b) 41.875
(valor exacto = 41.666. . .)

Es intuitivamente claro que tendremos una mejor aproximacion incrementando el
numero de subintervalos n.

EJEMPLO 1 Encuentre el valor aproximado de j: e~ dx usando la regla del trape-
cioconn = 6.

Solucion Aquia=0yb = 3, asi que

Entonces los extremos de los seis subintervalos son x = 0,0.5,1,15,2,25y 3,y
los valores correspondientes de y = e, estan dados en la tabla 1. Entonces, por la
regla del trapecio tenemos

3 h
L e—x2 dx = E [(y1 + y7) + 2(y2 Y, ty, ty + ye)]

-~ 075 [(1 + 0.0001) + 2(0.7788 + 0.3679

+0.1054 + 0.0183 + 0.0019)]

= (0.8862 @ 21
TABLA 1
X 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
y 0 025 g1 e-225 et g—625 g9
1 0.7788 0.3679 0.1054 0.0183 0.0019 0.0001
Y1 Y2 Y3 Y4 Ys Yo Y7

Regla de Simpson

En la evaluacion aproximada mediante la regla del trapecio de fb f(x) dx, aproxima-
mos la curva'y = f(x) por un conjunto de segmentos de rectas. En la regla de Simp-
son aproximamos la curvay = f(x) por un conjunto de arcos parabdlicos. La formu-
la resultante da una mejor aproximacion a la integral que la regla del trapecio con el
mismo numero n de subintervalos.

Regla de Simpson (enunciado)

Siy = f(x) es continua en el intervalo a = x = b, entonces,

b
Lf(X)dxz%[y1+yn+1+2(y3+y5+---)4(y2+y4+---)]

dondenesparh = (b —a)/n,yy, ¥, VYs-..,Y¥,.,50nlos valores dey = f(x)
enx=aa+ha+2h...,a+nh=h.

La demostracion de esta regla es complicada y se omite.
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Forma practica de la regla de Simpson
fbf(x) dx = % [X + 20 + 4E]

donde

_b—a_ b—a

h
n NUmero de subintervalos (par)

X = Suma de las ordenadas extremas (o sea, la primera y la Ultima ordenadas)

O = Suma de las otras ordenadas impares (o0 sea, omitiendo la primera y la Ul-
tima ordenadas)

E = Suma de las ordenadas pares
Nota Aqui X representa a EX, las primeras dos letras de la palabra extremas.

EJEMPLO 2 Aplique la regla de Simpson de integracion aproximada para aproximar

10 1
f ) dx tomando n = 8 subintervalos iguales. Dé la respuesta correcta con
2

tres cifras decimales.

Solucién Cuando calculamos la respuesta correcta con tres cifras decimales, pri-
mero calculamos cada término correcto con cuatro decimales (uno mas) y después
redondeamos la respuesta a tres decimales. Aquiy = f(x) = 1/(x + 1),a=2,b =
10y n = 8 (par). Por tantoh = (b — a)/n = (10 — 2)/8 = 1. Asi los valores de x,
llamadosa,a + h,a + 2h,...,a+8h,son2,3,4,..., 10,y los valores dey =
f(x), llamados y,, y,, ¥,, . . ., estan dados por la tabla 2. Ahora,

X = Suma de las ordenadas extremas =y, + Y,

1

Th 0.3333 + 0.0909 = 0.4242

1
==+
3

@)
Il

Suma de las otras ordenadas impares (excluyendo la primera y la Gltima)
_ 1 1 1
—y3+y5+y7—§+7+§

= 0.2000 + 0.1429 + 0.1111 = 0.4540
E = Suma de las ordenadas pares =y, +y, + Y, + Y,
1 1 1 1

=S4+ =4+ + =
4 6 8 10

= 0.2500 + 0.1667 + 0.1250 + 0.1000 = 0.6417

Por tanto,

fbf(x) dx = %[x + 20 + 4E]
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TABLA 2

X 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 1 1 1 1 1 1 1 1
3 4 5 6 7 8 9 10 11
y=70 | v Y, Y3 Y4 Ys Ys Y7 Ys Yo
@ 22, Utilice la regla de Simpson 0
imar [ il o1 1
para aproximar fo x* dx utilizando f 5 1 0% = 504242 + 2(0.4540) + 4(0.6417)] = 1.300
a) 4 subintervalos 2
b) 8 subintervalos
¢Cudl es el valor exacto? (El valor real es & = 1.299). @ 22

EJEMPLO 3 Use la regla de Simpson para encontrar el area aproximada entre el eje
X, las rectas x = 2, x = 8 y una curva continua que pasa por los puntos listados en
la siguiente tabla.

TABLA 3
X 2 3 4 5 6 7 8
y 3.2 3.7 41 5 4.3 3.5 3.1

Solucion Aqui f(x) no esta dada en forma explicita. De los datos dados, la longi-
tud de cada subintervalo esh = 1y los valores de y,, y,, . . . estan dados. Notese que
tenemos los resultados que se muestran en la tabla 4. Asi,

X = Suma de las ordenadas extremas =y, + Y,

=32+31=63

O = Suma de las otras ordenadas impares =y, + Y.

41+ 43 =284

E = Suma de las ordenadas pares =y, + vy, + Y,

37+5+35=122

TABLA 4
y1 yz y3 y4 y5 y6 y7
3.2 3.7 4.1 5 4.3 35 3.1

Respuesta a) 6570.67
b) 6554.67 (valor exacto = 6553.6)  Por tanto, por la regla de Simpson, el area aproximada esta dada por
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L ® () dx

= 24.0 unidades

% [X + 20 + 4E]
% [6.3 + 2(8.4) + 4(12.2)]

(redondeado a un decimal).

Las férmulas para la evaluacion numérica aproximada de las integrales como
las que acabamos de dar se calculan muy bien utilizando una computadora digital.
En esos casos se puede tomar un ndmero muy grande de subintervalos n y se pue-
den obtener valores en extremo exactos para muchas de las integrales. Si ha tomado
un curso de programacion puede encontrar interesante escribir programas para
calcular integrales usando cualquiera de las dos reglas dadas en esta seccién. Prue-
be sus programas con varios valores de n para los ejercicios dados en la seccion 6-I.

I :):rCiCIOs 6-5

(1-4) Utilice la regla del trapecio de integracion aproximada
para evaluar las siguientes integrales definidas. Redondee la
respuesta a tres decimales. (En los ejercicios 1y 4 verifique
la exactitud de la respuesta por antiderivacion).

2]
1 f ~ dx tomando cuatro intervalos iguales
1

11 . .
2. f dx tomando cuatro intervalos iguales
b 1+ x?

1 1
3. f —— dx tomando cinco intervalos iguales
b V1 + x? g

8 1
4. f —3 dx tomando ocho intervalos iguales
X —

(5-8) Utilizado la regla de Simpson, encuentre los valores apro-
ximados para las siguientes integrales definidas (con tres deci-
males).

81
5. f ~ dx tomando ocho intervalos iguales
4

1
6. f V'1 + x2 dx tomando cuatro intervalos iguales
0

3 1
7. f ————— dx tomando seis intervalos iguales
b V2 + X g

1
8. f e /2 dx tomando cuatro intervalos iguales
0
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9. Use la regla de Simpson para encontrar el valor aproxima-
-3 - . e
do de j x* dx tomando siete ordenadas equidistantes. Com-
, -3
parelo con el valor exacto.

10. Sabiendo que e® = 1, e! = 2.718, e2 = 7.389, e3 = 20.086
y e* = 54,598 utilice la regla de Simpson para encontrar el
valor aproximado de f e* dx y comparelo con el valor exac-
to utilizando antiderivacion.

11. Use ambas reglas, la del trapecio y la de Simpson, para en-
contrar el area aproximada bajo la curva continua que pa-
sa por los puntos:

X 1 2 3 4 5 6 7

y 1.82 4.19 6.90 9.21 1165 1436 16.72

12. Repita el ejercicio 11 para la curva que pasa por los pun-
tos:

X 0 0.5 1 15 2

y 2 2.03 2.24 2.72 3.46

13. (Area de una seccion transversal) Un rio tiene 80 pies de
ancho. La profundidad d a una distancia de x pies de una
de las orillas esta dada por la siguiente tabla:



X 0 10 50 60 70 80 b) Laregla de Simpson
y 0 4 15 14 8 3 AT
/ ~— r’/
pruebe que el area aproximada de la seccion transversal es /
de 710 pies cuadrados de acuerdo con la regla de Simpson.

14. (Medida de terrenos)_ Una parcela tiene un frente Qe 80 5l ol ol bl ol ol bl = B
pies de largo. En la figura se muestran los anchos a inter- i e E O N e B Bl
valos de 10 pies. Encuentre el area aproximada del terreno
utilizando:

a) La regla del trapecio

80’

B 6-6 ECUACIONES DIFERENCIALES: UNA INTRODUCCION

Existe una gran cantidad de situaciones en la administracion y la economia en que
la formulacién matematica de un problema da como resultado una ecuacion en
que interviene la derivada de una funcion desconocida. Por ejemplo, considere, la
siguiente situacion.

Un monto de capital A, se invierte a una tasa de interés nominal del R
por ciento anual, en donde la inversion esta sujeta a un crecimiento que se capitaliza
en cada instante, esto es, el interés de la inversion es compuesto continuo. Suponga
que deseamos determinar el valor total de la inversion A(t) en cualquier instante t.
Elegimos t = 0 correspondiente al instante en que se realiza lainversion inicial. En
otras palabras, A(0) =A,.

Con la finalidad de formular este problema en forma matematica, en primer
lugar calculamos el valor de la inversion A(t) cuando la tasa de interés se capitaliza
n veces en un afio. Si At denota la duracion de cada periodo y hay n periodos de in-
terés en cada afio, entonces n + At = 1 0 At = 1/n afios. Si A(t) y A(t + At) son los
montos de la inversion en los instantes t y t + At, se sigue que el interés ganado du-
rante el lapso entre ty t + At esta dado por la diferencia

A(t + At) — A(t) = AA
Este interés AA es generado por el capital inicial que era A(t) al inicio del in-
tervalo de tiempo dado. Pero si la tasa de interés anual nominal es del R por ciento,
con n periodos por afo, se sigue que el porcentaje de interés durante un periodo es
de R/n. De modo que el interés efectivo durante At es igual a
(Capital inicial) X (Porcentaje de interés)/100 = A(t)(R/100n) = A(t)rAt
en donde r = R/100 y At = 1/n. En consecuencia,

AA =rA At o0 bien, % =TrA
At

Si el interés ha de capitalizarse en forma continua, debemos incrementar el
namero de periodos de interés en un afio indefinidamente, esto es, debemos tomar
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@ 23. Proporcione el orden
de las ecuaciones diferenciales
siguientes y establezca

si son lineales o no lineales:

dy 4y
b 4 " tae =Y
du _—
c) dy y2u =2

Respuesta a) Primer orden,
no lineal

b) segundo orden, lineal

¢) primer orden, lineal (u es
la variable dependiente, no y)

el limite cuando n — co. Sin — oo, At = 1/n — 0y AA/At — dA/dt. Asi, la ecua-
cioén anterior se transforma en

dA
ol rA Q)

Ahora dA/dt representa la tasa de cambio en el valor de la inversion en cualquier
instante t. Por consiguiente, la ecuacién anterior establece que la tasa de crecimien-
to de la inversion es proporcional al valor de la inversion en el instante t en que el
interés se capitaliza en forma continua.

El valor de la inversion A(t) en cualquier instante t debe satisfacer la ecuacién
(1) en que interviene la derivada de la funcién desconocida A(t). Esta ecuacion es
un ejemplo de lo que se conoce como ecuaciones diferenciales. Damos ahora algu-
nas definiciones formales.

DEFINICION Seay = f(t) una funcién diferenciable de la variable independiente
ty denotemoscony’,y”, ..., y™ las derivadas de y con respecto a t hasta de orden
n. Entonces una ecuacion diferencial de orden n para la funcién y es una ecuacién
que relaciona las variables t, y, y’, . . ., y™. El orden n corresponde a la derivada
de orden mas alto que aparece en la ecuacion diferencial.

EJEMPLO 1

a) dy/dt = ry es una ecuacion diferencial de primer orden. [S6lo hemos es-
crito de otra manera la ecuacion (1)].

b) d?y/dt> — e¥ = 0 es una ecuacion diferencial de segundo orden.

c) d¥y/dt* — t3(d%/dt®) = t2 + 1 es una ecuacion diferencial de cuarto orden.

DEFINICION Una ecuacion diferencial para y, una funcion de t, se dice que es li-
neal si los términos en la ecuacion consisten en y o una de sus derivadas multi-
plicadas por una funcién de t o si no sélo de una funcién de t.

EJEMPLO 2

a) En el ejemplo 1, las ecuaciones diferenciales de las partes a) y ¢) son linea-
les. Pero la correspondiente a la parte b) es no lineal porque y aparece en el térmi-
no ev, que no es una funcidn lineal dey.

b) d?y/dt> = 3(dy/dt)? es una ecuacion diferencial no lineal de segundo orden.
c) d?y/dt? = 3t?(dy/dt) es una ecuacion diferencial lineal de segundo orden.
Observe que y y sus derivadas aparecen linealmente. El hecho de que la variable in-

dependiente t aparezca como el factor t2 no da como resultado que la ecuacion sea
no lineal. @ 23
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@ 24, Demuestre que y = x?
es una solucion de la ecuacion

dy

Xy

dx

=y2+X4

DEFINICION Se dice que una funcién y(t) es una solucion de una ecuacion dife-
rencial si, al sustituir y(t) y sus derivadas en la ecuacion diferencial, esta ecuacion
se satisface para todos los valores de t en el dominio de y(t).

EJEMPLO 3

a) La funcién y = t2 es una solucién de la ecuacion diferencial

dy
tdt 2y =0

Esto es asi porque dy/dt = 2t de modo que

dy
t— =t-2t=22=2
dt y

b) La funcién y = e, en donde k es una constante, es una solucién de la ecua-
cion diferencial

d?y
e =0
ya que
2
% = Kekt y (:j_t)Z/ = Klekt = kzy

c) La funciony = 2 In t es una solucidn de la ecuacion diferencial

2,
24

de 2 \dt
Tenemos
dy _ 2 oy 2
a1 7 e 2
y asi

dy 1 dy>2 2 1(2)2
A
de 2<dt g gl T T

EJEMPLO 4 Resuelva la ecuacion diferencial deducida anteriormente para compo-
sicion continua:

dA
9A _ A
"

en donde r es una constante y A(0) = A,
Solucion La ecuacion dada puede escribirse como
dA

— =rdt
A
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en donde hemos multiplicado ambos lados por la diferencial dt y dividido entre A.
El propdsito de hacer esto es tener todos los términos con A en un lado y los térmi-
nos que incluyen a t en el otro. Integrando ambos lados, obtenemos

1
— dA = f r dt
| %
En consecuencia,
InA=rt+C,

(debido a que A > 0) en donde C, es la constante de integracion. Despejando A, ob-
tenemos

A= el’l +C = eC]_ . el’t = Cel’l (2)

en donde C = €C1 es otra constante. El valor de C puede determinarse aplicando el
hecho adicional de que A(0) = A,. Por tanto, haciendo t = 0 en la ecuacion (2),

A, = A(0) =Ce® =C
Por consiguiente, a partir de la ecuacion (2), obtenemos
A(t) = Agem

En otras palabras, cuando el interés se capitaliza en forma continua la inversion cre-
ce en forma exponencial.

Podemos resumir el resultado principal del ultimo ejemplo como sigue:

La ecuacion diferencial dy/dt = ky en donde k es una constante dada, tiene la
solucién y = CeX, en donde C es una constante arbitraria.

Observe la presencia de la constante arbitraria C en la solucién. A consecuencia de
esto y = Cekt se denomina solucién general de esta ecuacion diferencial. La ecua-
cién diferencial no determina de manera Unica la solucion; la solucion general con-
tiene una constante desconocida.

Para determinar el valor de la constante C necesitamos una informacién adi-
cional ademas de la ecuacion diferencial. Por ejemplo, en el ejemplo 4 se nos dio el
valor inicial de la inversion A(0) = A,. En general (excepto para ciertos casos irre-
gulares), la solucién de cualquier ecuacion diferencial de primer orden contiene una
constante arbitraria, y se requiere de una informacién adicional para determinarla.
Por lo regular, esta informacion toma la forma del valor de la variable dependiente
dada para un valor particular de la variable independiente, tal como A = Ajent =
0. Este tipo de informacién se denomina condicion inicial.

EJEMPLO 5 (Crecimiento poblacional) Sea P(t) el tamafio (en millones) de
la poblacién de Estados Unidos en el instante t, medido en afios, con t = 0 co-
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@ 25, Determine la solucion
de la ecuacion diferencial

dy .
—_ = — tisf;
pm 2y que satisface

la condicion inicial y(1) = 3

Respuesta y = 4 — 3e~At-D

rrespondiendo a 1900. Suponga que esta cantidad satisface la ecuacion diferen-
cial

dP
== kP
dt

donde k = 0.02 In 2 = 0.01386. La poblacién en el afio 1950 fue de 150 millones.
Encuentre una expresion para la poblacion en un instante general t y utilice esta
férmula para evaluar la poblacién en 1900 y en 1980.

Solucion Laecuacién diferencial es del mismo tipo que la del ejemplo 4. Por tan-
to, su solucién general es

P(t) = Ce¢t

en donde C es una constante arbitraria. Para determinar C utilizamos la informacién
adicional de que P = 150 cuando t = 50 (esto es, en 1950). Sustituyendo estos va-
lores en la solucion general, tenemos

150 = Cek(0) = Ce(002n2)(50) = Celn2 = 2C

en donde hemos sustituido el valor dado de k y usado el hecho de que e"2 = a, pa-
ra cualquier nimero real positivo a. Por tanto, C = 75.

Sustituyendo este valor de C en la solucion general, obtenemos la siguiente ex-
presion para la poblacién en el instante t,

P (t) = 756kt = 756(0.01386)t

En 1900 (t = 0) la poblacidn tiene el valor P(0) = 75e(©01386)0) = 75 millones. En
1980 (t = 80) la poblacién es P(80) = 75e(001386)80) = 751109 = 75(3,03) = 227
millones. @ 25

Ecuacion lineal de primer orden con coeficientes constantes

Continuamos considerando la ecuacion diferencial

dy _
ot ky +b 3)
donde k y b son dos constantes dadas. Mas adelante, en esta seccién, mostraremos
cdmo tal ecuacion diferencial puede utilizarse como un modelo de crecimiento po-
blacional cuando se incluyen efectos, tales como migracion o recoleccion (cosecha).
Sin embargo, primero deduciremos su solucion general.

Podemos escribir la ecuacion diferencial en la forma

dy b
_:k + —
dt (y k)

Ahora cambiamos la variable dependiente a z = y + b/k. Entonces, dz/dt = dy/dt y
asi la ecuacion diferencial se transforma en

dz
— = k
i
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@ 26. Determine la solucion
de la ecuacion diferencial

% = 4 — y que satisface la

condicion inicial y(0) = 3

Respuestay =4 — et

Pero, del analisis anterior, ya sabemos que la solucién general de esta ecuacion es
z = CeM, Por tanto, como y = z - b/k, la solucién general paray es

y = Celt — % (4)

Nuevamente, observe la presencia de la constante arbitraria. Podemos resumir este
resultado como sigue:

La ecuacidn diferencial dy/dt = ky + b, en donde k y b son constantes dadas, tie-
ne la solucion general y = Cekt — b/k, en donde C es una constante arbitraria.

EJEMPLO 6 Determine la solucién de la ecuacion diferencial

dy
L A V|
at Y

que satisface la condicion inicial y(0) = 3.

Solucion Procedemos como en la deduccion del caso general. Primero escribimos
la ecuacidn diferencial como

dy
=2y + %

Entonces, transformamos la nueva variable z = y + 3. La ecuacién diferencial se
transforma en dz/dt = 2z y su solucion general es z = Ce?. Por tanto, comoy = z
— %, la solucién general para y es

y=Ce%— 3
Por supuesto, podriamos haber obtenido esta solucién por la simple sustitucion de
k=2yb = 1enlaférmula (4), deducida anteriormente para el caso general.
La constante C es arbitraria y debe determinarse a partir de la condicion ini-
cial dada que y(0) = 3. Haciendot = 0y y = 3 en la Ultima ecuacion, obtenemos

3=Ce0—-3=C—-5 o0 C=

N~

Asi, sustituyendo C en la solucién general, obtenemos

y=4et—5 @& 26

Ahora analizaremos algunas aplicaciones de la ecuacion diferencial dy/dt =
ky + b. Primero considere el crecimiento de una inversion compuesta n veces por
afio con tasa de interés nominal anual de R%. Sea A(t) el valor de la inversién en el
instante t y sea At = 1/n el intervalo de tiempo entre las composiciones. Entonces,
como estudiamos al inicio de esta seccion, el incremento en A de una composicion
a la siguiente esta dado por
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AA = At + At) — A(t) = rA®t) At

en donde r = R/100. Ahora, suponga que una cantidad adicional | se invierte cada
afio en la cuenta en montos iguales, justo antes de cada composicién. Entonces, ca-
da inversidn adicional es | =~ n = | At de modo que el incremento en el valor de la
cuenta es

AA = Interés durante At + Nueva inversion durante At
AA = rA(H)At + | At
Asi,

£=rA+I
At

La composicion continua corresponde al limite cuando n — oo, que significa At —
0. En este limite, la ecuacién anterior se transforma en la ecuacion diferencial

d—A=rA+I

dt

gue es exactamente del tipo que hemos estado estudiando.

Una aplicacion mucho mas importante de la ecuacidn diferencial (3) es al cre-
cimiento poblacional. La ecuacion diferencial dy/dt = kt que corresponde al caso
especial b = 0, puede aplicarse en muchos casos en donde una poblacién aumenta
en un ambiente que no pone restriccion sobre su crecimiento. La constante k se de-
nomina tasa de crecimiento especifico de la poblacion. La ecuacion diferencial
establece que la tasa de crecimiento natural es proporcional al tamafio de la pobla-
cion. Su solucidn es una funcion exponencial de crecimiento en la variable t.

La ecuacion més general dy/dt = ky + b puede utilizarse para poblaciones
que se desarrollan no sélo a través de su propio crecimiento natural sino también co-
mo resultado de una inmigraciéon constante de miembros del exterior. El lado
izquierdo de la ecuacidn diferencial proporciona la tasa total de crecimiento del ta-
mafio de la poblacién y, el primer término de la derecha es la contribucién debida a
la tasa de crecimiento del desarrollo natural, mientras que el segundo término, b, es la
tasa de crecimiento debida a la inmigracion. Si la tasa de inmigracion es constante, po-
demos utilizar el método desarrollado anteriormente para encontrar la solucién.

El caso de una poblacién que pierde miembros a través de la emigracion es si-
milar: la Unica diferencia es que la constante b se vuelve negativa, con —b como la
tasa de emigracion. Sin embargo, tal vez el caso mas importante es el de una pobla-
cion que pierde miembros como resultado de la caza o recoleccion (cosecha). Tales
ejemplos son fundamentales para la conservacion de reservas de ciertas especies que
se recolectan para el consumo humano.

EJEMPLO 7 Cierta especie de pez tiene un tamafio inicial de poblacion de 100 uni-

dades, cada unidad es de 1 millén de peces, y tiene una tasa de crecimiento natural
especifico de 0.25, con el tiempo medido en afios. La poblacion sera recolectada a
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@ 27. Una poblacion tiene una
tasa de crecimiento especifico de
0.01 anual y se captan miembros
por medio de inmigracion a la tasa
de 100,000 por afio. Escriba la
ecuacion diferencial que describe
el crecimiento del tamafio, y, de la
poblacion (en millones). Si
inicialmente y es de 20 millones,
jcuanto sera dentro de t afios?

Respuesta
% =0.01ly + 0.1
y = 30e%0%t — 10

la tasa de h unidades por afio, de modo que el tamafio y satisface la ecuacion dife-
rencial y condicion inicial:

d—i’ — 025y —h  y(0) = 100

Determine y como una funcién de t en los casos a) h = 20; b) h = 25; ¢) h = 30.
Analice el significado de los resultados.

Solucion La ecuacion diferencial dada es del tipo bajo estudio conk = 0.25y b =
—h. La solucién puede obtenerse siguiendo el mismo procedimiento que antes, 0
sencillamente sustituyendo estos valores de k y b en la solucion general (4). Encon-
tramos

y = CeOt + 4h
Haciendo t = 0 y y = 100, encontramos el valor de C: C = 100 — 4h. Asi,
y = (100 — 4h)e%25t 4 4h
Para los tres valores dados de la tasa de recoleccidn, esta expresion se transforma en

h=20: y=20e%%+ 80
h=25 y=100
h=230: y=120 — 20e0-%t

El significado de estos resultados es el siguiente. Cuando la tasa de recoleccion es
de 25 unidades por afio, la recoleccion equilibra de manera exacta el crecimiento na-
tural de la poblacién y el tamafio permanece constante. En este caso, tenemos un
rendimiento estable y sustentable con base en la recoleccién. Cuando h es menor
que 25, como se ilustrd para h = 20, el crecimiento natural compensa en exceso las
recolecciones mas grandes en el futuro. Cuando h es mayor que 25, como se ilustrd
por medio del resultado para h = 30, el tamafio de la poblacién decrece, ya que el
término exponencial tiene un coeficiente negativo. Eventualmente, la poblacidon es-
t4 siendo llevada a la extincion por esta sobrerrecoleccion. (Verifique que y =0
cuandot=4In6=17.2) @ 27

L EEEY:

(1-4) Demuestre que las funciones que se dan enseguida satis- 5. dy/dt =t + 1/t 6. dy/dx = xeX
facen las ecuaciones diferenciales dadas.

7.dy/dt —4y =0 8. 2dy/dt+y=0
Ly=t% tdy/dt+4y=0 9. dy/dt — Vi=0 10. 2dy/dt + Int=0
2.y=tint, t?d?/dt? —tdy/dt+y=20 11. dy/dt =y + 5 12. dy/dt=1— 3y
3.y=te tdy/dt+ty=y 13. dy/dt — 2y =1 14. 3dy/dt+y=2
4.y =1+2Vt 20dy/d2 - 5tdy/dt + 3y =0 15. 2dy/dt + 2y = 3 16. dy/dt — 0.5y + 2 =10
(5-16) Encuentre la solucidn general de las ecuaciones diferen- (17-22) Determine las soluciones de las ecuaciones diferencia-

ciales siguientes.

les siguientes que satisfagan las condiciones iniciales dadas.
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17.

18.

19.

20.

21.

22.
23.

24,

25.

26.

27.

28.

29.

dy/dt+2y=0; y=1cuandot=1
2dy/dt-y=0; y=3cuandot=1%

dy/dt—2et=0; y=7cuandot=0

dy/dx = xe¥; y=3cuandot=0
dy/dt=2y +3; y=5cuandot=10

dy/dt +2y=4; y=3cuandot=0

(Interés compuesto capitalizable en forma continua) Una
inversion inicial de $10,000 crece continuamente a una ta-
sa de interés nominal del 5%

a) Determine el valor de la inversion en cualquier instante t.
b) ¢Cual es el valor de la inversion después de 8 afios?

c) ¢Después de cuantos afios el valor de la inversion as-
cendera a $20,000?

(Crecimiento continuo del valor de una accién) Una ac-
cion con valor inicial de $2000 crece continuamente a una
tasa constante del 6% anual.

a) Encuentre el valor de la accion al cabo de t afios.

b) ¢Después de cuanto tiempo la accién tendra un valor de
$3000?

(Crecimiento de la poblacién) Suponga que la tasa de cre-
cimiento proporcional y’(t)/y(t) de la poblacién de la
Tierra es una constante. La poblacion en 1930 era de 2 mil
millones y en 1975 fue de 4 mil millones. Considerando a
1930 como t = 0, determine la poblacidn y(t) de la Tierra
en el instante t. De acuerdo con este modelo, ¢cual debi6
ser la poblacién en 1960?

(Radiactividad) Para datar el coral y las conchas se utiliza
el torio. Su desintegracion satisface la ecuacion diferencial
dy/dt = —9.2 X 107¢ y donde t estd medido en afios.
¢Cuél es la vida media del torio radiactivo?

(Crecimiento poblacional con inmigracidn) Una poblacién
tiene un tamafio inicial de 10,000 y una tasa de crecimiento
especifico de 0.04 (el tiempo medido en afios). Si la
poblacién aumenta debido a la inmigracion a la tasa de 100
por afio, ¢cual sera el tamafio de la poblacion después de t
afios?

Repita el ejercicio 27 en el caso cuando, debido a la
emigracion, la poblacion pierde miembros a una tasa de
150 por afio.

(Propagacion de epidemias) Una enfermedad infecciosa se
propaga lentamente a una poblacién numerosa. Sea p(t) la
proporcion de la poblacion que ha sido expuesta a la en-
fermedad en los t afios de su introduccion. Si p’(t) = £[1 —

30.

31.

*32.

*33.

*34.

p(®)] y p(0) = 0, encuentre p(t) para t > 0. ;Después de
cuantos afios la proporcidn ha crecido a 75%?

(Crecimiento con inmigracion) Una poblacion tiene tama-
fio y(t) en el instante t. La tasa de crecimiento especifico es
0.1 y debido a la inmigracion, existe una captacion de
poblacién a una tasa constante de r.

a) Escriba la ecuacion diferencial que es satisfecha por
y(t) y determine su solucién general.

b) Determine la solucion particular en el caso cuando r =
100 y el tamafio inicial de la poblacion en t =0 es
2000.

(Epidemias) Considere la diseminacion de una enfer-
medad que tiene la propiedad de que una vez que un in-
dividuo se infecta permanece todo el tiempo infectado.
Aungue una pequefia proporcién de la poblacién esté
infectada con la enfermedad, su diseminacién puede ser
modelada razonablemente mediante la ecuacién diferen-
cial dy/dt = ky (donde y es el nimero de individuos infec-
tados al tiempo t). Obtenga y como funcion de t suponiendo
que en el tiempo t = 0 hay 587 individuos infectados y en
el tiempo t = 1 afio hay 831 individuos infectados en la
poblacion.

(Flujo de contaminacion) Un lago pequefio con un volu-
men de 10% metros clbicos ha sido contaminado acciden-
talmente por 10,000 kilogramos de una sustancia muy
toxica. Un rio entra y después sale del lago a razon de
20,000 metros cubicos por hora. Suponiendo que la entra-
da del rio contiene agua fresca y que la sustancia toxica se
esta mezclando en todo el lago, escriba una ecuacion dife-
rencial para la masa del contaminante en el lago. Encuen-
tre la solucidn y calcule el nimero de horas para que la ma-
sa del contaminante decrezca a 100 kilogramos.

(Contaminacion) El lago en el ejercicio 32 se recobra
eventualmente del accidente por contaminacion, pero des-
pués alguien construye una fabrica rio arriba y empieza a
arrojar mercurio en el rio a razén de 0.01 kilogramos por
hora. Escriba una ecuacion diferencial para la masa del
mercurio en el lago y encuentre su solucion. ;Cuanto mer-
curio contendra el lago finalmente?

(Medicina) Se inyecta una sustancia en el torrente sangui-
neo de un paciente a razén de R miligramos por minuto y
ésta se absorbe del torrente sanguineo a razon kM, donde k
es una constante y M es el nimero de miligramos en el to-
rrente sanguineo en el tiempo t. Escriba una ecuacion dife-
rencial para M(t) y encuentre la solucidn, suponiendo que
la inyeccion empieza ent = 0. ;Cudl es la cantidad limite
de la sustancia en el torrente sanguineo?
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*35

*36.

. (Crecimiento de capital) Una inversién crece de acuerdo

con la ecuacion diferencial

dA

—— =TA+ It

pm (t)
donde 100r es la tasa de interés nominal e I(t) es la tasa de
inversion del capital nuevo. Resuelva esta ecuacion cuando
I(t) es constante y A(0) = 0. Compare su respuesta con el
ejercicio 24 de la seccion 6-3.

(Precio en un mercado no equilibrado) Para cierto bien las
ecuaciones de oferta y de demanda son las siguientes.

D: p+2x,=25

St p—=3% =5
Supongamos que si el mercado no esta en equilibrio (x, #

Xs), entonces, el precio cambia en razon proporcional al ex-
ceso de demanda sobre la oferta:

37.

*38.

Sustituya x, Y X y resuelva la ecuacion diferencial resul-
tante para p(t). Pruebe que no importa cual sea el precio
inicial, el mercado se aproxima eventualmente al equilibrio
enp = 17.

(Ley de enfriamiento de Newton) La temperatura T de un
cuerpo que se esta enfriando cambia de acuerdo con la ecua-
cion diferencial dT/dt = k(T, — T), donde T, es la tempe-
ratura ambiente. Encuentre una férmula para T(t) en el
caso cuando T, es constante y T(0) = T,.

(Utilidad y publicidad) Suponga que las utilidades, P, de
una compafiia como funcidn del gasto, A, en publicidad sa-
tisface la ecuacidn diferencial

dP

— =k(C - A

TR )
en donde k y C son constantes positivas. Considerando el
signo de dp/dA para A < Cy para A > C, proporcione el sig-
nificado de la constante C. Resuelva la ecuacion diferen-

dp
dt

— = K(xg — %9

cial para P(A) dado que P(0) = P,. Si P, = 100, P(100) =
1100, P(200) = 1600, calcule el gasto 6ptimo en publi-
cidad.

B 6-7 ECUACIONES DIFERENCIALES SEPARABLES

@ 28. ;Son separables las
ecuaciones diferenciales

siguientes?
a) x Yy 1
dy dx y
y
—-7 — +
) ~ XY
dy
— 4+ -
c) dx 2y =xy

Respuesta a) Si

b) no c¢)si.

Se dice que una ecuacion diferencial de primer orden es separable si puede ex-
presarse en la forma

dy _
o = F()0

Esto es, el lado derecho es el producto de una funcién de y por una funcién de t.
- 28

Una ecuacion separable puede resolverse moviendo todos los términos que in-
cluyan y a la izquierda (dividiendo entre f(y)) y moviendo todos los términos que
incluyan t a la derecha (multiplicando por dt):

1
v

Las variables se dice que se han separado. Ahora se pueden integrar ambos miem-
bros:

dy = g(t) dt

[y dv=[owat

En la préactica, estas integrales pueden ser dificiles de integrar, o incluso imposible
de evaluar, pero aparte de esta dificultad, siempre podemos resolver de esta forma
una ecuacion separable.

Reconocera que éste es precisamente el método utilizado en la seccién 6-6
para obtener la solucién general de la ecuacién diferencial dy/dt = ky. También
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@ 29. Determine la solucion
general de la ecuacion diferencial

dy

Z=y+1 I
XY o =Y para el caso
y>-1

Respuesta y — In(y + 1) =
In x + C, o de manera equivalente,
X(y +1)e7v=B

podemos utilizar este método en vez del método usado anteriormente para resolver
la ecuacion dy/dt = ky + b. Podemos separar las variables en esta ecuacion escri-
biéndola como

R A
Entonces, integrando ambos lados obtenemos J L dy = f dt, o suponiendo
L ky + b il
quey + b >0,
k
1 b
= +—]=t+
K In (y k) t+B

en donde B es una constante arbitraria. Resolviendo esto para y, obtenemos
y + E = gkt+kB = Cgky
k

donde C = kB, Esta es la misma solucion que antes. Le dejamos que verifique que
esta misma forma se obtiene para la solucién siy + b/k < 0. @ 29

EJEMPLO 1 Determine la solucién de la ecuacion diferencial

dy
X —2 — 2
€ dx y

que satisface la condicidn inicial y = 2 cuando x = 0.

Solucion Observe que aqui la variable independiente es x, no t. Podemos escribir
la ecuacidn diferencial dada como

1 1

dez;dx 0 y?2dy=e>xdx

en donde hemos separado todos los términos que contienen y en el lado izquierdo y
aquellos que tienen a x en el derecho. Integrando ambos miembros, obtenemos

fy—Z dy = fe‘x dx

Por tanto,

-1 —X
Y _% 4¢c o l=e—X—C
-1 -1 y
donde C es una constante de integracion. Resolviendo para y obtenemos

1 _ e
ex—-C 1— CeX

y:
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Para determinar C utilizamos la condicion inicial. Haciendoy =2y x=0¢en la
solucién general, tenemos
el 1

2= =
1-Ce® 1-C

de la cual se sigue que C = 4. Sustituyendo esto en la solucion general,

e)(
y - 1 — leX
2
que proporciona la solucién particular para las condiciones iniciales dadas.

EJEMPLO 2 (Funcion de demanda) Si la elasticidad de la demanda para cierto
bien es —3% para todos los valores de su precio unitario, determine la relacién de
demanda.

Solucion Sea x el nimero de unidades demandadas al precio p. Sabemos que la
elasticidad de la demanda 7 esta dada por medio de la formula

dx
g B &
X dp
(Véase la seccion 4-3). Como n = — 3 tenemos que la ecuacion diferencial
pdx 1 dx X

xdp 2 ° dp 2
Separando las variables,
2 1
; dx = —E dp
e integrando ambos miembros,
2 1
f;dx= —fgdp 0 2Inx=-Inp+C

en donde C es la constante de integracién. Entonces, combinando los logaritmos te-
nemos In (px?) = C. Podemos escribir esto en forma exponencial como

px? =D

donde D = €. Nuevamente D es una constante arbitraria que no puede determinarse
sin informacién adicional. Esta es la relacion de demanda requerida.

Ecuacién diferencial logistica

La ecuacién diferencial

dy _ _
e py(m —y) 1)

en donde p y m son constantes, se denomina ecuacién logistica. Su importancia
provino originalmente por ser un modelo de crecimiento poblacional en un ambien-
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te restringido, pero se han encontrado varias aplicaciones subsecuentes. Algunas de
estas aplicaciones adicionales se encontrardn en los ejercicios.

La ecuacidn diferencial dy/dt = ky se aplica a una poblacién cuando el am-
biente no restringe su crecimiento. Sin embargo, en la mayor parte de los casos, se
alcanza una etapa en donde ya no es posible un crecimiento adicional de la po-
blacién, y el nivel del tamafio de la poblacion se nivela en algin valor que es la
poblacion maxima (poblacién limite) que puede sustentarse por el ambiente dado.
Denotemos este valor méximo por m. Entonces, cualquier ecuacién diferencial que
describa el crecimiento debe satisfacer la condicién de que la tasa de crecimiento se
aproxima a cero conforme y se aproxima a m; esto es,

%ao cuando y—m

Ademas, si para alguna eleccion del tamafio de la poblacidn sucede que excede m,
entonces, ésta debe decrecer; esto es,

%<0 Si y>m

Observe que la ecuacion diferencial (1) satisface estos requisitos.

También existe un requisito adicional, que cualquier modelo razonable de cre-
cimiento poblacional debe satisfacer. Si el tamafio de la poblacidn es muy pequefio,
entonces las restricciones impuestas por el medio ambiente tendran un efecto insig-
nificante, y el crecimiento sera aproximadamente exponencial. En la ecuacion (1),
si y es mucho menor que m, entonces m — y = m, y la ecuacion diferencial se trans-
forma en aproximadamente

dy _

at pmy
En realidad, esto da un crecimiento poblacional aproximado y la tasa de crecimiento
especifico es k = pm. La ecuacidn logistica (1) no es la Unica ecuacion diferencial
que satisface estos requerimientos para crecimiento restringido, pero es la ecuacion
mas sencilla que lo hace.

Ahora pasamos a la solucién de la ecuacion logistica. Deduciremos la solu-
cidn para constantes generales my p, pero si tiene alguna dificultad en seguir esto,
trate de examinar primero el argumento con algunos valores particulares, tales como
m = 2y p = 3. Separando las variables en (1),

1

— = dy=npdt
ym—wy P

e integrando ambos miembros,
1
———dy= [ pdt
me—w f

Aqui, la integral del lado izquierdo puede evaluarse usando la formula 15 del apén-
dice 1l. Sin embargo, en vez de esto, le mostraremos un método Util para encontrar
tales integrales (de hecho, ésta es la manera en que se dedujo la férmula 15). El tru-
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@ 30. Determine la solucién
general de la ecuacion diferencial

dy
dt
o<y<1

Respuesta y =

=y(y — 1) para el caso cuando

1
1+ Aet

co es expresar el integrando en términos de fracciones parciales. En el caso que te-
nemos, es facil ver que

1 1 m

—+ =
y m-y ym-y)

(Simplemente, combine las dos fracciones de la izquierda con su comun denomina-
dor). Asi, después de multiplicar todo por m, la ecuacion integrada anterior se trans-

forma en
1 1
=+ dy = | mpdt
f[y m—y] y fp

Ahora podemos integrar ambos miembros, y obtenemos

Iny—In(m-y) =mpt + B
en donde B es la constante de integracion. Aqui, hemos supuesto que 0 <y < m de

modo que los argumentos de los logaritmos son positivos y no necesitamos utilizar
signos de valor absoluto. Combinando los logaritmos y haciendo k = mp, obtenemos

|n< y >=kt+B
m

Y _ Bkt — gBekt = A-lekt
m-—y

donde hemos escrito A~ = €B. La raz6n para definir A como esto es para hacer mas
sencilla la respuesta final. Luego resolviendo para y, obtenemos

m

Aey=m-y, yl+Ae)=m, y= T+ Ae

@)

Esta es la forma usual en la que se da la solucion general y con frecuencia se cono-
ce como la funcidn logistica. La constante A se determina como es usual a partir del
valor inicial de y.

Lo dejamos como un ejercicio para usted, con la finalidad de que verifique
que la solucién general ain esta dada por medio de la férmula (2) en el caso cuan-
doy > m, la Unica diferencia es que la constante A es negativa. @ 30

EJEMPLO 3 (Crecimiento exponencial) Para cierta poblacion de conejos el creci-
miento sigue la ecuacidn logistica (1) con la constante k = pm teniendo el valor 0.25
cuando el tiempo se mide en meses. La poblacion de manera repentina, por una epi-
demia de mixamatosis, se reduce de su valor estable m a un tamafio igual al 1% de
m. ¢Cuantos meses pasaran para que la poblacién se recupere al 90% de su valor
maximo? Determine una expresion para el tamafio de la poblacion después de t meses.

Solucion El tamafio de la poblacion y(t) satisface la ecuacion diferencial

dy _ g2 925
at =py(m —y) - y(m —y)
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ya que se da p = k/m = 0.25/m. Separando las variables, obtenemos

m

———dy=025dt
y(m —y) Y

y procediendo para integrar ambos lados utilizando fracciones parciales en el lado
izquierdo, como lo hicimos anteriormente, llegamos al resultado

In( - y ) =025t +C (i)

En este problema, y > 0y y < m, asi que el argumento del logaritmo es positivo y
no requerimos de signos de valor absoluto. En t = 0, el tamafio inicial esy = 0.01lm
y la sustitucién de estos valores permite que C se determine:

0.01m
In|————]=02 +
(m - 0.0lm) 025(0) +C
0 C = —In 99. Sustituyendo este valor de C en (i) y combinando los logaritmos, po-

demos escribir la soluciéon como
In (ﬂ) = 0.25t
m-—y

La primera parte de la pregunta puede responderse de manera directa a partir de
esta ecuacion. La poblacion alcanza 90% de su tamafio maximo cuando y = 0.9m,
y obtenemos

99(0.9m)

0.25t = |
n ( m — 0.9m

): In 891

De aqui, t = 4 In 891 = 27.2. Asi que toma 27.2 meses para que la poblacion se re-
cupere al 90% de su valor maximo.
Para completar la solucién para y, la escribimos como

99y
m-—y

= e0.25t

y entonces de ésta despejamos a y. El resultado es

_ m
y 1 + 99e—0.25t
I :):rCiCIOS 6-7
(1-10) Determine la solucion general de las siguientes ecuacio- 7. dy/dt=y(y — 1) 8. dy/dt+y2=4
nes diferenciales.
1. dy/dx = xy 2. dy/dx = x + xy 9. tdy/dt +ty=y 10. tdy/dt —ty =2y

3. dy/dt + 2ty =0

5. dy/dt = 3ty

(11-18) Determine las soluciones de las siguientes ecuaciones

4. dy/dt = etty diferenciales que satisfagan las condiciones iniciales dadas.

6. dy/dt+6t2Vy=0 11. dy/dx =2xy y=1cuandox =0
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12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.

20.

21.

22.

23.

24.

dy/dt = y/V&;
dy/dt = 3t?y;
dy/dx=y(y — 1),y > 1;
dy/dt=2y(3 —y),0<y<3;
2dy/dt=y(4 —y),y >4
dy/dt = tett;
du/dy = e';

y=ecuandot=10
y=2cuandot=0
y=2cuandox =0
y=2cuandot=10
y=2cuandot=20
y=0cuandot=0
u=0cuandoy =20

(Elasticidad) La elasticidad de la demanda para cierto bien
es n = —3%. Determine la relacion de demanda p = f(x), si
p = 2 cuando x = 4.

(Elasticidad) La elasticidad de la demanda para cierto bien
esta dada por n = —2. Determine la funcién de demanda
p = f(x), sip =3 cuando x = 4.

(Elasticidad) La elasticidad de la demanda para cierto bien
estd dada por n = (x —200)/x. Determine la funcion de de-
manda p = f(x), si0 <x <200y p =5 cuando x = 190.

(Elasticidad) La elasticidad de la demanda es n = p/(p —
10). Determine la funcion de demanda p = f(x), si 0 < p
<10y p = 7 cuando x = 15.

(Bioquimica) De acuerdo con la ecuacion de Michaelis-
Menten, la velocidad a la que ocurre una reaccion de enzi-
mas esta dada por

dy _ My

dt K+y

en donde M y K son constantes y y es la cantidad del sus-
trato presente en el instante t que sera transformado por la
enzima. Determine una ecuacion implicita para expresar y
como una funcion de t.

(Modelo de crecimiento limitado) El modelo de crecimien-
to limitado de von Bertalanffy puede obtenerse a partir de
la ecuacion diferencial

25.

26.

27.

d
d—)t' = 3ky?3(yy/* — ¥

Determine una expresion para y como funcion de t. (Suge-
rencia: Sustituya y1/3 = u en la integral que se evaluard).

(Modelo logistico) En un pueblo cuya poblacién es 2000,
la propagacion de una epidemia de influenza sigue la ecua-
cion diferencial

dy _ _
L = Py(2000 — y)

en donde y es el nimero de personas infectadas en el ins-
tante t (t se mide en semanas) y p = 0.002. Si inicialmen-
te dos personas estaban enfermas, encuentre y como una
funcioén de t. ;,Cuanto tiempo pasara antes de que tres cuar-
tos de la poblacion esté infectada?

(Modelo logistico) Podemos construir un modelo sencillo
de la propagacion de una infeccién a una poblacién de la
siguiente manera. Sea n el nimero total de individuos sus-
ceptibles (i.e., no inmunes) en la poblacion original. Sea
y(t) el nimero de individuos infectados en el instante t. En-
tonces n — y(t) proporciona el nimero de susceptibles que
permanecen sin infectarse. EI modelo consiste en formular

N i —
=l —y)

en donde k es una constante. (Observe que dy/dt es la ve-
locidad de propagacion de la infeccion). Determine la so-
lucién para y como una funcién de t, y haga un bosquejo
de su gréfica.

(Modelo logistico) Una poblacién que estd creciendo de
acuerdo con la ecuacion diferencial dy/dt = 0.1y(1 —
10-%y) cuando t se mide en afios. ;Cuantos afios le tomara
a la poblacién aumentar desde un tamafio inicial de 10° a
un tamafio de 5 X 10%?

B 6-8 APLICACIONES A PROBABILIDAD (SECCION OPCIONAL)

La probabilidad se ocupa de observaciones o mediciones tomadas de situaciones en
que el resultado tiene algin grado de impredicibilidad. En tales casos empleamos el
término variable aleatoria para denotar una variable, cuyo valor medido puede va-
riar de una observacién a otra. Por ejemplo, si se lanza un dado estandar, el nime-
ro de puntos que aparecen es una variable aleatoria; la cara que cae hacia arriba pue-
de mostrar cualquiera de los valores 1, 2, 3, 4,5 0 6.

En contraste con esto, se presentan muchas situaciones u observaciones en
que la variable aleatoria puede tomar cualquier valor de un conjunto de valores con-
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tinuos de un intervalo dado. Por ejemplo, si la variable aleatoria X denota la altura
(en pies) de una persona adulta aleatoriamente seleccionada en Nueva York, enton-
ces X puede tomar cualquier nimero real situado en el intervalo 3 = X = 8 (supo-
niendo que el adulto més bajo tiene, al menos, una estatura de 3 pies y el méas alto
a lo més 8 pies de estatura). En tal caso, la variable aleatoria se conoce como varia-
ble aleatoria continua.

Al manejar una variable aleatoria continua por lo regular nos interesa la pro-
babilidad de que el valor medido caiga en algun intervalo dado. Por ejemplo, podria-
mos necesitar conocer la probabilidad de que un adulto de Nueva York tenga una
estatura entre 6 y 6.5 pies. (Estas preguntas se las formulan los fabricantes de ropa).
En general, si X es una variable aleatoria continua que toma valores en el intervalo
a = X = b, estaremos interesados en la probabilidad de que el valor medido de X
esté entre ¢ y d, con ¢ = d dos nimeros entre a y b. Escribimos esta probabilidad
como P(c = X = d).

En el caso de la mayoria de las variables aleatorias continuas existe una fun-
cion f(x) denominada funcion de densidad de probabilidad™ tal que su probabilidad
estd determinada por la siguiente integral definida:

d
Pe=X=d) = f(d 0

Puesto que la probabilidad de la izquierda debe ser no negativa para todos los valo-
res de c y d (c = d), el integrando no puede ser negativo. Esto es,

fx)=0 2)

en todos los valores de x en que esté definida.

En vista de la relacion entre integrales definidas y areas bajo curvas, adverti-
mos que P(c = X = d), como se da en la ecuacion 1, es igual al area bajo la grafi-
cay = f(x) situada entre las lineas verticales x = c y x = d. (Véase la figura 24).
Esta asociacién de probabilidades con &reas bajo la gréfica de f es la que da a la
funcidn de densidad su utilidad.

P(c=X=d) y = f(x)

¥

FIGURA 24

*Abreviada f.d.p. El estudiante debe tener cuidado pues algunos autores escriben f.d.p. con el significa-
do “funcién de distribucién de probabilidad”, que es distinto del que tiene la funcién densidad de pro-
babilidad.
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@ 31. Para la funcion de
densidad de probabilidad f(x) = 2x
en el intervalo 0 = x = 1, calcule
las probabilidades

aPO=x=1%
bhyPG=x=1)

PG =x=1})

Respuesta a)+ b)3 ¢) 3

@ 32. Determine c tal que
f(x) =2 — 4 x sea una funcion
de densidad de probabilidad del
intervalo0 = x=¢

Respuesta ¢ =2
(si ¢ = 3, f(x) toma valores
negativos)

Debido a que el evento de que la variable aleatoria X esté en su intervalo total
[a, b] es seguro que ocurra, entonces, su probabilidad es 1. Esto es,

b
Pa=X=b)=[ f)d=1 @3)

En otras palabras, el area total bajo la curvay = f(x) entre x = a'y x = b debe ser
igualal. @ 31

EJEMPLO 1 Dada f(x) = 4 (2x + 3). Determine la constante ¢ de modo que f(x)
represente la f.d.p. de alguna variable aleatoria continua en el intervalo 0 = x =< c.
Calcule también la probabilidad de que esta variable aleatoria tome un valor menor
que c/3.

Solucion Si f(x) representa una f.d.p. en el intervalo 0 = x = c, debe tenerse que

C Cc c
1= o= | 1(2X+3>dx=i[(x2+3x)} = 1 (c? + 3¢)
0 0 0
0c? + 3c — 4 = 0. Por consiguiente,

-3 *V9+16 —-3=*5

Puesto que el valor requerido de ¢ no puede ser negativo en el problema, el Unico
valor posible de ¢ es 1. Incluso debemos verificar que f(x) = +(2x + 3) sea no ne-
gativaen 0 = x = 1. Esto es cierto, como puede advertirse de la grafica de f(x) que
aparece en la figura 25. Asi,

f(x) =%@2x+3)sobre0=x=<c
representa una f.d.p. contal quec = 1
c\ _ L

1/3 1/3
= [T reox=[ % (ex + 3) ox
0 0

~ue st g5 - 22

Describiremos ahora algunas distribuciones de probabilidad ampliamente uti-
lizadas. La primera de ellas es la distribucion uniforme, que describe una situacion
0 experimento en que los resultados del intervalo a = x < b son igualmente posi-
bles de que ocurran. La f.d.p. en este caso es simplemente la funcion constante da-
da por

1
f0=1b_a paraa=x=bh

0 en cualquier otra parte
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FIGURA 25 FIGURA 26

La grafica de una funcidn de densidad uniforme es como se muestra en la figura 26.
La funcion f(x) es sin duda una densidad, porque f(x) = 0 sobre a = x = b (dado
queb —a>0)y

Lbf(x)dx=f:biadx=[ X ]b— b-a _,

b—als b-a

EJEMPLO 2 (Tiempo de espera) El autobus urbano parte de la terminal de la ciu-
dad universitaria hacia el centro de la ciudad cada 20 minutos. Un estudiante llega
a la parada del autobus al azar y lo espera. Cual es la probabilidad de que deba es-
perar al menos 5 minutos antes de abordar el autobus?

Solucion La variable aleatoria X, que es el tiempo de espera hasta la llegada del
préximo autobus, esta distribuida uniformemente en el intervalo 0 = X = 20. Asi
que la f.d.p. esta dada por

1
— ara0 =x =20
=120 P
0 en cualquier otra parte
En consecuencia,
20

@ 33, Escriba la funcion de PX=5)= | f(x)dx
densidad de probabilidad uniforme °
f(x)enelintervalo 1 = x =9 —fzoid _|xp_o20_ 5 _3 o 5
Determine P(2 = x = 5) Tk X = 2015 20 20 4

A menudo necesitamos considerar variables aleatorias continuas, cuyos valo-
res no estan en un intervalo finito a = X = b sino en un intervalo semiinfinito del
tipo a = X < oo 0 el intervalo infinito completo —co < X < co. En tales casos, de-
bemos hacer que b — co y (en el segundo caso) a — —oo; entonces, ciertas proba-
bilidades estan dadas por integrales impropias (véase la seccion 6-2). Por ejemplo,
si X asume valores en —oo < X < oo, entonces, la probabilidad de que X = d esta
dada por

d o
Respuesta f(x) = 4; 32 PX=d) = LOO f(0) dt =alﬁlr7ﬂoofa f(t) dt
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@ 34, ;Para qué valor de A es
fx) = ﬁ una funcién de
densidad de probabilidad en el
intervalo 0 < x < co0? Evalle
PO=x=2)

Respuesta A =2
PO=x=2)=4%

Una segunda distribucion de probabilidad que tiene multiples aplicaciones es
la denominada distribucién exponencial y la f.d.p. en este caso es

F0X) = %e*x/k para 0 = x < 0o

en cualquier otra parte

en donde Kk es cierta constante positiva. Es claro que, f(x) =0y

J f(x) dx = lim %e x/kdx = lim [—e‘ﬂk]b =lim(—e bk +e%) =1
0

b—o0 b—o0 b—o0

debido a que ek — 0 cuando b — coy €9 = 1. Asi que f(x), tal como se definio,
satisface las dos condiciones requeridas por una funcién de densidad. La gréfica de
una funcién de densidad tipica aparece en la grafica 27. & 34

I'e4
ERCST:
1/b y “ b€
g
FIGURA 27

EJEMPLO 3 (Vida util de focos incandescentes) El tiempo de vida Util de cierto ti-
po de focos incandescentes (en horas) obedece una distribucion exponencial cuya
funcién de densidad esta dada por

fx) = %e X200 0 =x <o

Determine la probabilidad de que un foco incandescente aleatoriamente selecciona-
do dure: a) mas de 100 horas pero menos de 300 horas; b) mas de 200 horas.

Solucién Si X denota la vida Util de un foco aleatoriamente seleccionado, se sigue
que la probabilidad de que la vida Util esté entre los dos valores dados ¢ y d es

Pc=X=d i X) dx = "L ~X/200 dx
(c )=, 1 . 200 ©

1
200

[ 200e—x/200] = @—C/200 _ g—d/200

c

a) Haciendo ¢ = 100 y d = 300, obtenemos
P(100 = X = 300) = g~100/200 — g=300/200 = g~1/2 — g=3/2 = (.38

b) Tomando ¢ = 200 y haciendo que d — oo, resulta que
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P(X = 200) = (Ijim P(200 = X < d)
—00

= lim (e~200/200 — g=0/200) — g1 ~ .37

d—o0

ya que e~9200 — 0 cuando d — co

La distribucién de probabilidad exponencial es de gran importancia y tiene
multiples aplicaciones. El ejemplo del foco incandescente es representativo de un
rango de aplicaciones en problemas de confiabilidad (esto es, problemas en que nos
interesa la probabilidad de falla de algin componente o sistema). Otra area de apli-
cacion de esta distribucion se relaciona con la ocurrencia de eventos aleatorios en el
tiempo. Por ejemplo, podriamos considerar la variable T como el tiempo transcurri-
do antes del siguiente desastre en una refineria de petréleo. Entonces, T se compor-
tara como una distribucién exponencial.

En el ejemplo 3 determinamos las probabilidades de que la vida Gtil de un foco
incandescente aleatoriamente seleccionado esté entre 100 y 300 horas o sobrepase
las 200 horas. Otra pregunta que podriamos formular es: ;Cual es la vida til pro-
medio de los focos? La respuesta a esta pregunta requiere del concepto de valor es-
perado o media de una variable aleatoria X que en general se denota por u (léase
“mu”). Esta cantidad se define por

b
" =L Xf(x) dx

en donde f(x) es la f.d.p. El significado de w es que mide el valor promedio de la
variable aleatoria si se realizaran un gran nimero de mediciones.

EJEMPLO 4 Sea X la vida (til en horas de un foco incandescente de cierto tipo
aleatoriamente seleccionado. La funcion de densidad de probabilidad de X es f(x)
= (1/k)e~*/, en donde k es una constante conocida. Determine la media de X, esto
es, la vida util promedio de los focos incandescentes en cuestion.

Solucion
b 0y
= | xf(x)dx = — e x/kdx
p= o= [

Observe que los limites de integracién son 0 e oo ya que la vida Gtil puede ser cual-
quier nimero real positivo. A partir de la férmula 69 del apéndice Il cona = —1/k
(o usando integracién por partes) obtenemos el resultado

b b
[ xew dx} = lim [(—kx - kz)ex/k}
—00 0

f xe*/kdx = lim [
0

0 b—oo
= im [(—Kkb — k)e~0/k + 1] = K2

El valor de la integral en el limite superior es cero puesto que e */k — 0y xe ¥k —
0 cuando x — co. (En general, x"e~* — 0 cuando X — oo para cualesquiera valores
positivos de n y ¢). En consecuencia,
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@ 35, Determine el valor
esperado para

a) la densidad de probabilidad
uniforme en el intervalo [a, b];
b) la funcién de densidad de

probabilidad £() = | e-2?
o

en el intervalo [0, co)

Respuesta a) 3(a + b)
b)yV2/x

La constante k que aparece en la funcién de densidad representa la vida Util media
de los focos. Por ejemplo, si la funcién densidad es f(x) = (1/200)e—*/2%, la vida
media Util seria de 200 horas. @ 35

Recordemos que hemos definido la distribucion exponencial correspondiente
a la funcién de densidad f(x) = (1/k)e*/%. Probamos ahora que la distribucién ex-
ponencial tiene media . = k. Debido a esto, el pardmetro k a menudo se reemplaza
por el simbolo w y la funcién de densidad se escribe en la forma

[ = - e
o
EJEMPLO 5 Los consumidores llegan a cierta gasolineria de acuerdo con la distri-
bucion exponencial con un promedio de 20 clientes por hora. Si el encargado deja

su puesto para fumarse rapidamente un cigarrillo en 2 minutos, encuentre la proba-
bilidad de que llegue un cliente mientras no esta el encargado.

Solucion Puesto que llegan en promedio 20 consumidores cada hora, el tiempo
promedio entre llegadas es de +; de hora 0 3 minutos. Por eso, definiendo la varia-
ble aleatoria como el lapso hasta que el préximo consumidor llegue, X estaré distri-
buida exponencialmente con u = 3. Por tanto, la f.d.p. es

1
eX/i = = gX/3
3

0=
m

La probabilidad de que un cliente llegue en menos de 2 minutos es

2 2 1 2
PX=2) = fo f(x)dx = fo 3 e X/3dx = [_e_X/BL =1-—e23=049

Asi el encargado tiene 51% de posibilidades de poder fumar sin que Ilegue nin-
gun consumidor.

Concluimos esta seccién después de haber descrito brevemente una de las
distribuciones mas empleadas: la distribucion normal. La f.d.p. en este caso esta
dada por

1
J(X) =~ o e-®x-m?20*  para —oo < X < 00

en donde w denota la media de la variable aleatoria normal. La gréafica de f(x) es la
bien conocida curva en forma de campana que es simétrica con respecto a la linea
X = u; como se observa en la figura 28.

El pardmetro o (sigma) que aparece en la funcion densidad de la variable alea-
toria normal se denomina desviacién estandar. Representa una medida del ancho de
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Ay

FIGURA 28

la curva con forma de campana. Si o es muy pequefia, la curva es una campana
espigada, lo cual significa que los valores medidos de la variable aleatoria casi siem-
pre estaran muy cerca de . Si o es grande, la curva es baja y extendida. En este
caso, las mediciones se localizan bastante esparcidas, con frecuencia lejos de la me-
dia w.

La probabilidad de que una variable normal X tome cualquier valor entre c y
d esta dada por el area bajo la curva situada entre x = c y x = d, esto es,

d 1
Pc=X=d) = fc Vorg el w?/20% gy

El caso especial . = 0y o = 1 se denomina distribucion normal estandar.
Denotando, en este caso, la variable aleatoria por Z tenemos
1 d
Pe=z=d)= | e dx
27 c
Esta integral no puede evaluarse usando métodos elementales, sino que debe
evaluarse numéricamente, como en la seccion 6-5. Sus valores pueden encontrar-
se en cualquier libro de estadistica elemental.

I :)crcicios 68

(1-8) En cada uno de los siguientes ejercicios, determine la I

constante ¢ de modo que f(x) sea una funcién de densidad de 7. fx) = 1+ x)*

sobre 0 = x < oo

probabilidad en el intervalo dado. Encuentre también la media
M en cada caso.

1
2
3
4
5
6

. f(X) =cx(3 —x)
SfX)=4x+c
) =g

. f(x) = ce™*

F0) =3+ D)
109 = Bx + 1)

sobre
sobre
sobre
sobre
sobre

sobre

(Sugerencia: Haga u =1 + x en la integral para w).

0=x=3

-l=x=1 ’

0=x<o0 8-f(X)=(X_2)5 sobre 3 = x < 0o

0=x<o

0=x=<c 9. Dadoque f(x) =2x —4en0=x=cy [§f(x)dx =1,
determine c. ¢Es f(x) una f.d.p.? Si es asi, calcule P(X =<

0=x=c ¢/3).
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Dado que f(x) = & (4x + 1) en 0 = x = c'y que [§ f(x) dx
= 1, determine c. ¢Es f(x) una f.d.p.? Si es asi, encuentre
P(c/3 =X = 2¢/3).

Determine la media de una distribucion uniforme definida
en el intervaloa=x < bh.

(Tiempo de espera en una parada de autobus) Una perso-
na llega a la parada de autobls mas cercana (al azar) y es-
pera el autobus proveniente del centro de la ciudad, el cual
sale cada media hora.

a) Calcule la probabilidad de que deba esperar: (i) a lo
més 10 minutos antes de abordar el autobus; (ii) al me-
nos 5 minutos antes de que llegue el autobus; (iii) al
menos cinco minutos pero no mas de 15 minutos.

b) ¢Cuadl es el tiempo promedio de espera en este caso?

(Tiempo de espera en aeropuertos) El servicio aéreo de
Montreal a Nueva York se presta cada hora. Una persona
que no conoce el programa, llega al aeropuerto al azary es-
pera volar a Nueva York.

a) ¢Cual es la probabilidad de que debera esperar: (i) en-
tre 10 y 20 minutos; (ii) a lo mas 15 minutos; (iii) no
menos de 40 minutos?

b) ¢Cudl es el tiempo promedio en este caso?

(Tiempo promedio de viaje) Dependiendo de las condicio-
nes del transito, a Susana le lleva entre 25 y 40 minutos
conducir desde su casa al colegio. Si ella deja su casa a las
9:00 a.m. para su clase de las 9:30, ;cudl es la probabilidad
de que no llegue tarde a su clase? ¢Cual es el tiempo pro-
medio de viaje de su casa al colegio? (Suponga una distri-
bucion uniforme).

(Distribucién uniforme) Cierta maquina completa su ope-
racion cada 20 minutos. ;Cual es la probabilidad de que
una persona que llega al azar deba esperar al menos 5 mi-
nutos para que se complete la operacion? Calcule la media
del tiempo de espera.

(Distribucidn uniforme) En término medio el peso de los
huevos se distribuye uniformemente entre 38 y 42 gramos.
¢Cual es la probabilidad de que un huevo elegido al azar
pese mas de 40 gramos? ;Cual es el peso promedio de es-
tos huevos?

(Duracion de llamadas telefénicas) Si X denota la dura-
cion de las llamadas telefénicas realizadas por los emplea-
dos de cierta empresa, se sabe que X obedece una distribu-
cién exponencial con f.d.p.

f(x) = 0.4e-04x

Indique la probabilidad de que una llamada aleatoria:
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18.

19.

20.

21.

22.

a) Dure al menos 5 minutos.
b) No dure méas de 3 minutos.

(Vida atil de automdviles) Si X es la vida util (en afios)
de cierto modelo de automdviles, se sigue que la funcién de
densidad de X es te*/8. ;Cual es la probabilidad de que
uno de estos automoviles dure:

a) menos de 5 afios?
b) mas de 10 afios?

(Errores tipograficos) La variable aleatoria X denota el nd-
mero de palabras con que cierta mecandgrafa comete algun
error. La funcién de densidad de X es c~'e~*/¢, en donde
¢ = 1000. ;Cuél es la probabilidad de que la mecandgrafa
no cometa el siguiente error antes de escribir 200 palabras?

(Reclamaciones a compafiias de seguros) Una gran com-
pafifa de seguros clasifica un accidente como ““catastro-
fico™ si da como resultado demandas que excedan los 10
millones de ddlares. El intervalo de tiempo T (medido en
meses) entre tales catastrofes es una variable aleatoria con-
tinua, cuya funcion de densidad es #7e~t2°, Calcule:

a) PA0 =T =20)
b) P(T = 15)

(Pdliza de garantia de un producto) La empresa Electroni-
ca de Occidente, que fabrica televisores, descubre a partir
de datos previos que el tiempo en que sus televisores nue-
vos requieren la primera reparacion mayor puede describir-
se mediante una funcion de densidad exponencial f(x) =
0.2e70-2 (x estéa en afios).

a) Si la empresa garantiza sus aparatos por 2 afios, ¢qué
proporcion de televisores les devolveran requiriendo re-
paraciones mayores durante el periodo de garantia?

b) Si laempresa vende 10,000 aparatos, ;cuantos televiso-
res puede esperar que le devolveran exigiendo repara-
ciones dentro del primer afio después de la venta?

(Pdliza de garantia de un producto) Un fabricante de au-
tomoviles sabe que el tiempo en que su nuevo automovil
requerird una reparacion mayor esta descrito por la funcién
de densidad exponencial

[ =g e

Si el fabricante vende 20,000 automdviles en un afio deter-
minado y dio un afio de garantia por lo que respecta a re-
paraciones mayores, ;qué nimero de automoviles puede
esperar que necesiten su primera reparacion mayor duran-
te este periodo de garantia?



23.

24.

25.

26.

(Distribucién uniforme) El peso de los huevos de tipo
mediano se distribuye uniformemente. Si uno de tales
huevos se selecciona al azar, ¢cudl es la probabilidad de
que al menos el 80% de dichos huevos pesen mas que el
elegido?

(Distribucién del ingreso) Sea X el ingreso de una familia
elegida aleatoriamente en cierto pais (en miles de dolares).

Si la funcién de densidad de X es Flo xe~*/10 determine la

probabilidad de que:
a) Xesté entre 10y 20
b) X sea mayor de 10

(Volumen de ventas) El nimero de pares de zapatos vendi-
dos cada dia por un almacén de zapatos es una variable
aleatoria continua, cuya funcion de densidad es f(x) =
cxe~ (/497 Determine el valor de c. Encuentre también la
probabilidad de que se vendan mas de 50 pares de zapatos
un dia cualquiera.

(Botanica) La duracion maxima de vida (medida en dias)
de cierta especie de plantas en un ambiente dado es una va-

27.

28.

riable aleatoria continua con funcién de densidad f(x) =
o5 €7%/190, Determine:

a) la vida promedio de las plantas.

b) la probabilidad de que una planta dada muera dentro de
50 dias.

(Tiempo de digestion) Sea T el tiempo de digestion en ho-
ras de una unidad de comida. Entonces T es una variable
aleatoria y supongamos que su funcion de densidad de pro-
babilidad es f(x) = 9xe~*¢en el intervalo 0 = x < co. En-
cuentre P(0 = T = x) y utilice esto para calcular:

a) La probabilidad de que una unidad de comida se digie-
ra durante 2 horas.

b) La probabilidad de que todavia no sea digerida después
de 3 horas.

La variable aleatoria X toma valores en el rango 0 = X <
ooy P(O=X=x)=1-(1+ x?)~1 Encuentre la funcién
de densidad de probabilidad. Calcule P(1 < X < 3) y
P(X = 2)
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6.7 Ecuacion diferencial separable; separacion de variables.

Términos, simbolos y conceptos clave

6.1

6.2

6.3

6.4
6.5

6.6

Integral definida. Limites de integracion, limite inferior,
limite superior.
Teorema fundamental del célculo.

Integrales impropias,

f:of(x) dx, f_boo £(x) dx, j: £(4) dx

Curva de Lorentz, coeficiente de desigualdad para la dis-
tribucion del ingreso.

Curva de aprendizaje.

Valor presente de un ingreso continuo.

Superavit del consumidor y superavit del productor.

Valor promedio de una funcion.

Integracion numérica. Regla del trapecio. Regla de
Simpson.

Ecuacion diferencial de orden n. Ecuacion diferencial li-
neal.

Solucién de una ecuacion diferencial. Solucién general,
condicién inicial.

Tasa de crecimiento especifico.

Ecuacion diferencial logistica, funcion logistica.

6.8 Variable aleatoria continua, funcion de densidad de proba-

bilidad (f.d.p.).
Distribuciones de probabilidad uniforme y exponencial.
Valor esperado (media) de una variable aleatoria.

Formulas

fb f(x) dx = [F(x)]° = F(b) — F(a), en donde
F(X) =1

Cuando f(x) = 0, el area entre y = f(x) y el eje x desde x =

b
a hasta x = b es igual af f(X) dx. Si f(x) =0, el area es
a

[

— f(x) dx

Propiedades de las integrales definidas:

b X
[ rax=0 [ a0
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b g Regla del trapecio:
| = F(9 dx = F(b) — F(@)

b
Lfawxz%hwy+an+n+-~+yo+nﬂ}

a a b
[rax=0. [ reodx=— s dx _
a b a Regla de Simpson:

C b C
L F(x) dx = L fO9 dx + fb f(x) dx Jb fo)dx=3h{y, +y,, + 2 (Sumadey, para j impar)

El 4rea entre dos curvas desde x = a hasta x = b es + 4 (Suma de y; para j par)}

Yooricr — Yirei ) dX La solucidon general de la ecuacion diferencial:
L superior inferior.

U d
Valor presente = f f(t)e-tdt, en donde r = R/100 d_)t/ = ky esy = CeX
0

La solucidn general de la ecuacion diferencial:
dy b

sc = [* 1709 = pl ox

A ——=ky+besy=Ce——
sP = [ [p, - 9] dx gt Y rPesy K
0
L . .. d
p = f(X) es la relacion de la demanda Ecuacion diferencial logistica: d_)t/ = py(m —y)
en donde { p = g(x) es la relacion de la oferta
(%5 Py) es el punto de equilibrio del mercado Funcién logistica: y = ﬁ (k = pm)

_ b
Valor promedio de f: f = rla L f(x) dx Pe=x=d)= fd f)dx, wm= fd Xf(x) dx

I °r0BLEMAS DE REPASO DEL CAPITULO 6

1. Establezca la veracidad o falsedad de cada una de las si- i) La ecuacion diferencial dy/dt = e'*Y se puede resolver
guientes proposiciones. Cada enunciado falso cambielo por por el método de separacion de variables.
una proposicion verdadera correspondiente.

a) f ki = | tb F(x)dx

j) Laecuacion diferencial d_i = In(x) es una ecuacion lo-

: gistica.
a d
b) J; f(x)dx = _J.; f(x)dx k) La ecuacién diferencial ( d—i )2 =y — x es de segundo
0 = Lb () | = £'(x) orden.
dx

1) Sif(x) es la funcion de densidad de una variable aleato-

d) Si f(x) es una funcién continua en a = x = b, entonces,
el area entre y = f(x), el eje x y las rectas verticales x =

ay x = b esta dada por f f(x)dx
d X
o) o { L f(t)dt} = f(x) — f(a)
b C b
) L f0odx = | fogox + i fo0dx es valida siempre y

cuandoa=c=bh
b b
9) L f(t)dt = L f(s)ds
h) Una solucion de la ecuacién diferencial 129X=

a2y \2 dx
(W) es la funcion y(x) = x®
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ria continua, entonces, el area total bajo la curva es
igual a 1.

m) La probabilidad de que una variable aleatoria tome un
valor mayor que su media es 0.5.

n) Lafuncion f(x) = x2,si 0 = x = 1y f(x) = 0en otro ca-
so, puede ser la funcion de densidad de una variable
aleatoria continua.

0) Si X es una variable aleatoria continua, entonces, la pro-
babilidad de que la variable tome un valor particular es
cero.

p) Si X es una variable aleatoria continua, entonces, el va-
b
lor esperado de X se calcula mediante f f(x)dx, en don-
a
de f(x) es la f.d.p.



2.

ab 1 b 1
Demuestre que fa Tdt— fl Tdt

(3-8) En cada caso, calcule el area bajo las graficas de las si-
guientes funciones entre los valores de x dados.

3.
4.

5.

6.
7.

8.
9
10.

11.

12.

13.

14.

fx) =xInx,x=1,x=¢?
fx) =eXx=0,x=1

1
fx) = —F7—,x=1,x=9
(x) Ve X Lx
fx) =e+eXx=0,x=1
f(x) =3xe ™, x=—-1,x=1

) = 3x?

T X TOxT2

. Calcule el area acotada por las curvas y = 3 + 2x — X2y

y=x2—4x+3
Determine el area acotada por las curvasy = x2yy = 2 — X

(Curva de aprendizaje) Después de pintar las primeras 400
piezas, una compafiia fabricante de muebles para oficina
estima que la curva de aprendizaje es de la forma f(x) =
20x-920, Determine el nimero total de horas-hombre que
se requerirdn con la finalidad de pintar 200 piezas mas.

(Decision de inversion) Veronica Pérez esta considerando
la compra de un nuevo equipo de ensamblado, con un cos-
to de $50,000. Ella estima que el equipo ahorrara dinero a
la compafiia a una tasa de 2000(4 + t) pesos anuales, en un
tiempo t después de haberse adquirido. ¢Se pagara la ma-
quina a si misma durante los préximos 4 afios?

(SC y SP) Si supone que se ha establecido el equilibrio del
mercado, determine el superavit del consumidor y del pro-
ductor, en caso de que la funcién de demanda sea p =

1
20 — x y la funcién de oferta sea p = mxz +1

(Curva de Lorentz) La distribucion del ingreso de cierto

A : 4 1
pais esta descrita por la curva de Lorentz y = gxz 4 gx,

en donde x es la proporcion de captadores de ingresos y y
es la proporcidn del ingreso total recibido.

a) ¢Qué proprocion recibe el 10% de la gente mas pobre?

b) Determine el coeficiente de desigualdad de la curva de
Lorenz.

(15-22) Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales.

15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.

dy/dt = 3t?

dy/dx = x(y — 1)
dy/dt +ty =y

dy/dx = ety

du/dt = u?t, u(0) = 1

dx/dt = t(x + 1)2, x(1) =0
dy/dx — x®y =0, y(1) = 2

22.
*23.

24,

25.

26.

dy/dx = e>¥, y(0) = 0

(Modelo logistico) En una ciudad cuya poblacion es de
100,000 personas, la propagacion de una epidemia de in-
fluenza sigue la ecuacion diferencial

dy

St = Py(100,000 —y)

en donde y es el nimero de personas infectadas en el ins-
tante t (medido en semanas) y p = 0.00001. Si inicialmen-
te diez personas estaban enfermas, determine y como fun-
cion de t. ;Cuanto tiempo pasara antes de que la mitad de
la poblacion esté infectada?

(Capitalizacién continua) Una inversion de $5,000 se in-
vierte a una tasa continua de interés nominal del 4%.

a) Determine el valor de la inversion en cualquier instante
t.

b) ¢Cual es el valor de la inversion después de 5 afios?

c) ¢Después de cuantos afios el valor de la inversion se du-
plicard?

(Maximizacion de la utilidad) Las tasas de costo y de in-
greso de una operacion de perforacion petrolera estan da-
das por C’(t) = 9 + 2t¥2y R1t) = 19 — 3t¥2, en donde t se
mide en afios y R y C se miden en millones de ddlares.
¢Por cuanto tiempo debera continuarse la perforacion?
¢Cual sera la utilidad maxima?

(Tiempo de espera) Una maquina completa su operacion
cada 10 minutos. ¢Cual es la probabilidad de que una per-
sona que llega al azar deba esperar a lo mas 2 minutos pa-
ra que se complete la operacion? Determine el tiempo de
espera promedio.

(27-30) Decida si cada una de las siguientes puede ser una fun-
cion de densidad de probabilidad. En caso de que no lo sea, in-
dique la razén de ello.

217.

28.

29.

30.

31.

*32.

fx) =x?en0=x=1

1
fx) = |2x — 2| —=, parax €10, 2]
1
f(x) = 10 (3x2 + 1) parax €0, 2]

6
f(x) = EX(S — X) para x € [0, 5]
La mediana de una variable aleatoria continua X es un va-
lor m tal que P(X = m) = 0.5. Determine la mediana de

3
ﬁX(4 —

una variable aleatoria que tiene la f.d.p. f(x) =
X) para0 = x = 4.

Determine la mediana de una variable aleatoria que tiene la
f.d.p. f(x) = % (8 —x)para0 =x = 4.
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33.

34.

35.

(Duracion de llamadas telefonicas) La duracién, en minu-
tos, de las llamadas telefénicas recibidas por los empleados
de una empresa siguen una distribucién exponencial con
f.d.p.

f(x) = 0.5e-05x

¢Cual es la probabilidad de que una llamada aleatoria reci-
bida por un empleado de la empresa:

a) dure mas de 1 minuto?
b) dure més de 3 minutos?
c) no sobrepase los dos minutos?

(Rociado de insecticida) Seay = f(x) el porcentaje de mos-
quitos que sobreviven después del rociado con una canti-
dad x de insecticida por milla cuadrada. Supongamos que
dy/dx = —ky, donde k es una constante (llamada la ley ex-
ponencial de supervivencia). Si 2000 libras de insecticida
por milla cuadrada matan a 40% de los mosquitos, ¢cuan-
to insecticida se necesita para matar 90% de ellos?

(Tiempo de espera) El servicio aéreo de la Ciudad de Mé-
xico a la ciudad de Guadalajara se presta cada hora. Una
persona que no conoce el programa llega al aeropuerto al
azar y espera volar a la ciudad de Guadalajara.

a) ¢Cual es la probabilidad de que debera esperar entre 10
y 30 minutos?

b) ¢Cual es la probabilidad de que debera esperar a lo més
25 minutos?

c) ¢Cudl es la probabilidad de que debera esperar no me-
nos de 15 minutos?
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36.

*37.

38.

39.

40.

(Ingreso promedio) La funcién de demanda de un produc-
to es p = 33 — 0.3x, donde x unidades pueden venderse a
un precio p cada una. Determine el ingreso promedio en el
intervalo de venta desde x = 50 hasta x = 100.

(Valor promedio de una inversion) Ana Jimena invierte
$10,000 al 6% compuesto continuamente. Determine el
valor promedio de la inversion, si ésta se invierte durante 5
afos.

(Utilidad promedio) La funcion de demanda del producto
de una empresa es p = 50 — 0.15x, donde x unidades pue-
den venderse al precio p cada una. El costo de producir x
unidades esta dado por C(x) = 1500 + 3x. Determine la
utilidad promedio en el intervalo de ventas de x = 100 a
x = 200.

Utilice la regla del trapecio y la regla de Simpson para

4 1
aproximar el valor def —7——dx; en cada caso, tome
p o Vitx

ocho subintervalos de la misma longitud. Proporcione su
respuesta con cuatro cifras decimales.

Utilice ambas reglas, del trapecio y de Simpson, para apro-
ximar el valor de 7 por medio de la aproximacion del va-

. 1 4
lor de la integral fo 172 dx. En cada caso, tome 8 su-

bintervalos iguales. Proporcione su respuesta con cuatro
cifras decimales.



CASO DE ESTUDIO

UN PROBLEMA DE INVENTARIO

De acuerdo con el punto 5, en la modelacion del nivel de
inventario, al comienzo de este capitulo se esta haciendo la
suposicion que, al modelar, el nivel del inventario Q es una
funcidn lineal por pedazos, como se muestra en la siguiente
figura.

Nivel del inventario

Q

Q/R Q/R QR

Tiempo
(semanas)

Aqui R representa el nimero de cubiertas utilizadas por se-
mana, en este caso 100 cub/semana; mientras que Q es la can-
tidad ordenada y t es el tiempo en semanas. Asi que el nivel del
inventario entre cada pedido es L = Q — 100t. De manera que
si se hace un pedido de Q unidades, el pedido se debe hacer ca-
da Q/100 semanas. El trabajo ahora es determinar el valor de Q
gue minimiza el costo promedio semanal de compra, y almace-
nar las cubiertas se denotara con CP. Por la informacion de la
parte (4) CP es la suma de tres partes:

CP = costo de compra/semana + costo de envio/semana +
costo de mantenimiento/semana

Cada parte se puede ver como el costo por “periodo” por
el nimero de pedidos por semana, donde el periodo, Q/R, es el
tiempo entre llegadas de los pedidos.

El costo de compra y el costo de envio por periodo son,
24Q y 400, respectivamente, de acuerdo con lo que se estable-
cio al inicio del capitulo. Por otro lado, de acuerdo con el pun-
to 4, para calcular el costo promedio de mantenimiento por se-
mana, se debe calcular el valor promedio del inventario en un
periodo, que se hace de la siguiente forma:

R (QR
6j0 (Q—Rt)dt=%

asi que el costo promedio de mantenimiento por periodo es

(0.20) (%)(%) =0.20 S—;

ya que cada periodo incluye Q/R semanas. (En esta parte es in-
teresante notar que si se cambia la hip6tesis de que la deman-
da es lineal, se debe calcular otra integral, quiza mas complica-
da).

Ahora ya se puede escribir una expresion para CP; de
acuerdo con lo anterior, recuerde que R = 100, se tiene

CP(Q) = (24Q + 400 + %%Qz) X (%) = 2400 +

40,000
Q

La gréfica de la funcion se muestra a continuacion:

+0.10Q

Costo ($)

4500

3500 H

2500

500 1000
1500

Nivel del pedido

No se consideran valores mayores a 1000. Con lo estudiado en
el capitulo 3 se obtiene que el minimo se obtiene para Q* =
632.45 unidades. La siguiente gréafica es un acercamiento de la
grafica anterior, cerca del valor obtenido.
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2530
2529.5
2529
2528.5
2528

2527.5

2526.5

Asi, se concluye que la cantidad éptima de pedido es Q*
= 632 unidades y deben pedirse cada T* = Q*/100 = 6.32 se-
manas. Esta es la recomendacion que debe hacerse a Victor Da-
niel.
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Al hacer esto, ¢cudl es el costo promedio por semana?

Por otro lado, algo muy importante que se hace con los
modelos que se estudian es lo sensibles que son a cambios en
sus pardmetros. Por ejemplo, ¢qué sucede si la estimacion que
se hizo de 0.20 dolares/cubierta/semana fue muy bajay, en rea-
lidad, es de 0.30 dolares/cubierta/semana, ¢qué tanto afecta al
valor éptimo que se obtuvo? Si el distribuidor eleva el costo de
cada cubierta de $24 a $25, ;como afecta en la decision toma-
da?

Responda las preguntas anteriores, y trate de plantear y
responder mas preguntas que considere interesantes para el
caso.



CAPITULO

Funciones de varias
variables

Decision sobre produccion

En el capitulo 3 se analizd la optimizacion de funciones
de una variable, un tema de suma utilidad en las aplica-
ciones, aunque en la mayoria de éstas la funcién que
debe optimizarse depende de mas de una variable de de-
cisién, como es el caso al que se enfrenta Alejandro
Aguilera. El trabaja para la compafiia Limpieza Perfecta,
dedicada a la produccion de jabones. Una division de és-
ta es responsable de la fabricacion de dos tipos de jabo-
nes, de tocador y para cuerpo. El precio por caja de lo
que venda depende de la cantidad que produzca de cada
uno de estos dos tipos de jabones. Es decir, si se decide
producir x, cientos de cajas de jabon de tocador y x, cien-
tos de cajas de jabon para cuerpo, podra vender todo lo
que produzca a los precios p; y p,, miles de dolares 100
cajas de jabon de tocador y para cuerpo, respectivamen-
te. Las siguientes ecuaciones relacionan los precios con
la cantidad producida y vendida de jabones,

p, =80 — 3x; Q)

p, = 90 — 5x, 2

En la siguiente gréfica se puede observar el comporta-
miento del nivel de precio con respecto a la cantidad de
cajas producidas.

TEMARIO 7-1

Precio

5 10 15 20 25 30

Cajas producidas

Por otro lado, el costo de fabricacion de x, cientos de ca-
jas de jabon para tocador y X, cientos de cajas de jabon
para cuerpo, se determind, que esta dado por

C(x,, X)) = 12x; + 8x, + 4x,X,

Alejandro desea determinar cuéntas cajas de cada tipo de
jabon debe producir para maximizar las ganancias, si su-
pone que puede vender todo lo que produzca, al precio
dado por las relaciones (1) y (2).

A lo largo de este capitulo se desarrollara la teoria
y las técnicas bésicas para el estudio de funciones de va-
rias variables, asi como su aplicacion en la resolucion de
problemas de optimizacidn de funciones con y sin res-
tricciones. Asi que, con ayuda de lo que aprenda en este
capitulo, ayude a Alejandro a resolver su problema.

FUNCIONES Y DOMINIOS

7-2 DERIVADAS PARCIALES .
7-3 APLICACIONES PARA ANALISIS EN LA ADMINISTRACION

7-4 OPTIMIZACION

7-5 MULTIPLICADORES DE LAGRANGE (SECCION OPCIONAL)
7-6  METODO DE MINIMOS CUADRADOS
REPASO DEL CAPITULO
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B 7-1 FUNCIONES Y DOMINIOS

Hasta ahora hemos restringido nuestra atencion a casos en que la variable depen-
diente solo es funcion de una variable independiente, y = f(x). Sin embargo, en mu-
chas (quiza la mayoria) de las aplicaciones debemos afrontar situaciones en que una
cantidad depende no so6lo de una variable sino de varias variables.

EJEMPLO 1

a) Considere un rectangulo de longitud x y ancho y. Su area A es el producto
de la longitud y el ancho, o

A =xy
La variable A depende de las dos variables x y y.

b) La demanda, o volumen de ventas total, de un producto depende del pre-
cio a que se ofrece en el mercado. Sin embargo, en muchos casos el volumen de ven-
tas también depende de factores adicionales tales como la cantidad gastada por el
productor en promocionar el producto y los precios de los productos de la compe-
tencia.

c) La balanza de pagos de cualquier nacion es funcién de un gran nimero de
variables. Las tasas de interés del pais afectaran la cantidad de inversion extranjera
que fluya al interior. La tasa de cambio de la moneda nacional afectara los precios
de sus bienes y, en consecuencia, determinara el volumen de exportaciones y asi-
mismo el de importaciones. La tasa de salarios promedio también afectara los pre-
cios de las exportaciones y, por tanto, su volumen. La cantidad de inversion ex-
tranjera existente en el pais afectara las utilidades generadas cada afio. Aun el clima
puede tener un efecto poderoso en la balanza de pagos si el turismo desempefia
una parte esencial en la economia, o si ésta depende en forma sustancial de algun
producto agricola.

En estos casos necesitamos estudiar funciones de varias variables indepen-
dientes. En la mayor parte de este capitulo consideraremos funciones de dos varia-
bles independientes y, por lo regular, las denotaremos con x y y. La generalizacion
a tres 0 mas variable es en la mayoria de los casos (pero no en todos) bastante
directa. La variable dependiente, por lo regular, se denotara con z y usamos la nota-
cién z = f(x, y) con el propdsito de indicar que z es funcion de x y .

Damos una definicion formal de una funcién de dos variables.

DEFINICION Sea D un conjunto de parejas de nimeros reales (x, y), y sea f una
regla que asigna un Gnico ndmero real a cada pareja (x, y) en D. Decimos que f es
una funcion de las dos variables x y y y que el conjunto D es el dominio de f. El
valor de f en la pareja (x, y) se denota por f(x, y) y el conjunto de todos esos valo-
res se denomina el rango de f.

EJEMPLO 2 Si f(x,y) = 2x + Y, calcule el valor de f en la pareja (1, 2). Determi-
ne el dominio de f.
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o 1. Sif(xy) = NEx=Y)

calcule Xty
a) f3,1) b) f(=1,-2)
c) f(2,3)

Proporcione el dominio de f utili-
zando la notacidn de conjuntos.

Respuesta a) +In2  b) 0
¢) No esta definida

dominio =
{(x,y)|x—y>0,x +y# 0}

@ 2. Proporcione los dominios
de las siguientes funciones y re-
preséntelos de manera gréfica:

a) fx,y)=Vxe+y2—1

b) f(x.y) = W

Respuesta a) {(x, y) |x? +y2 = 1}
b) {(x, y)[x+y>0, y>0

y # 1}

a) y

b) y

Solucion El valor de una funcion de dos variables se obtiene simplemente sustitu-
yendo los valores de x y y en la expresion de f(x, y):

f(1,2)=2(1) +2=4
En este caso, el valor de f es un nimero real bien definido para todos los valores

reales de x y y, de modo que el dominio es el conjunto de todas las parejas (X, y) de
ntmeros reales.

El dominio D de una funcién de dos variables puede visualizarse como un
subconjunto de puntos del plano xy. En el ejemplo 2 todas las parejas de nimeros
reales (x, y) pertenecen al dominio, de modo que desde el punto de vista geométri-
co, podemos decir que el dominio consta del plano xy completo. El rango de una
funcidn de dos variables es un subconjunto de los nimeros reales, al igual que en el
caso de una funcion de una variable.

EJEMPLO 3 Dada f(x,y) = V4 — x2 — y?, calcule (0, 2), f(1, —1) y f(1, 2). De-

termine el dominio de f y represéntelo graficamente.

Solucién Sustituyendo los valores dados de x y y, obtenemos.

f0,2)=Va—-02-22=0=0
fA-1)=Va-12— (12 =2

f(1,2) =V4—-12-22=V -1 (no definida)

La pareja (1, 2), por tanto, no pertenece al dominio de f. @ 1
Para que f(x, y) sea un namero real bien definido, la cantidad dentro del sig-
no de radical no debe ser negativa. Asi que

4-x2—-y?=0

X2+y?=4

En consecuencia, el dominio de f consta de todos aquellos puntos (x, y) tales que
X2+ y2 =4,

En términos geométricos, x2 + y2 = 4 es la ecuacion de un circulo centrado
en el origen con radio 2 y la desigualdad x? + y? < 4 es valida en puntos dentro y
sobre este circulo. Estos puntos forman el dominio D. (Véase la figura 1). El punto
(1, 2) esta afuera de circulo, lo cual estd de acuerdo con el hecho de que (1, 2) no
existe. @ 2

EJEMPLO 4 (Funcién de costo) Una empresa elabora dos productos, A 'y B. El
costo de los materiales y de la mano de obra es de $4 por cada unidad del producto
A'y de $7 por cada unidad de B. Los costos fijos son de $1500 por semana. Exprese
el costo semanal C en términos de las unidades de A y B producidas cada semana.

Solucion Si x unidades del producto A y y unidades del producto B se elaboran ca-
da semana, entonces los costos de mano de obra y materiales para los dos tipos de
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FIGURA 1

productos son 4x y 7y dolares, respectivamente. Asi que el costo C (en délares) es-
ta dado por

C = Costos de mano de obra y materiales + Costos fijos = 4x + 7y + 1500.

Ces unafuncion de xy y.

Consideremos ahora la generalizacién de las ideas que se acaban de exponer
a funciones de mas de dos variables. Cuando hay tres variables independientes se
acostumbra denotarlas por x, y y z, y con w a la variable dependiente. La funcién
consiste de una regla, la cual asigna un nimero real a cada terna (x, y, z) de las va-
riables independientes. Escribimos el valor como w = f(x, v, z).

EJEMPLO 5 Si
V9 — x2 —y?

X+ z

fxy. 2=

evalGe f(1, —1,4) y f(—1, 2, 1). Determine el dominio de f.

Solucién El valor de f en (x, y, z) se obtiene sustituyendo los valores dados de x,
y y z en la expresion algebraica que define f.

14y Yoo - (C1E VT
1+4 3
D W - % (no definida)

Observamos que el punto (=1, 2, 1) no pertenece al dominio de f.

Con el proposito de que f(x, y, z) esté bien definida, es necesario que la canti-
dad dentro del radical no sea negativa y, asimismo, que el denominador de f sea dis-
tinto de cero. Por consiguiente, tenemos las condiciones 9 — x2 —y2=00x%2 + y2 <
9y x + z=0. Empleando notacién de conjuntos, podemos escribir el dominio como
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D={(xy.2)|x+y2=9 x+z20}

Cuando aparecen mas de tres variables independientes se acostumbra usar su-
bindices con el propdsito de facilitar la notacidn sin introducir mas literales. Asi, si
hay n variables independientes, la denotariamos por X, X,, X,, ..., X,. Utilizando z
como la variable dependiente, escribiriamos una funcién de las n variables por z =
f(X;, X, ..., X;). La notacion de subindices también se emplea con frecuencia para
funciones de dos o tres variables; por ejemplo, podriamos escribir w = f(x;, X,, X;)
envezdew = f(x,Y, 2).

EJEMPLO 6 Si
z=x2+ e + (2%, + X)" T VX3 + x3
evalle z en el punto (3, —3, 4, —5).

Solucion Sustituyendo x; = 3,x, = —3,x, = 4y x, = —5 en la expresion de z, re-
sulta que

7= 3+ 3 + [2(3) + (=5)]1 V(-3)2 + 4
=9+e+(6-51V9+16

=9+1+2=15

Hemos visto cémo la grafica de una funcién de una sola variable nos ayuda a
visualizar sus propiedades mas importantes; por ejemplo, donde crece o decrece,
cuando es cOncava hacia arriba o hacia abajo, donde es maxima o0 minima, etc. Con la
finalidad de bosquejar la grafica de z = f(x, y), una funcion de dos variables, nece-
sitamos coordenadas en tres dimensiones: una para cada una de las variables x, y y z.

En tres dimensiones, los ejes x, y, ¥ z se construyen formando angulos rectos
entre si, como se observa en la figura 2. Con frecuencia es conveniente considerar

AZ

o)
T
w
IN

IS
N

7/
7/

7

-
|

Tt
A4

s |

|
|
_#0(2,4,-2)

FIGURA 2
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@ 3. Trace los puntos (0, 0, —4),
0, —=3,0),(-3,4,3), (2, -3, -2)

y (5,2, —3)

Respuesta

» (0,0, —4)

(5,2, —3)®

el plano xy como el horizontal y el eje z apuntando verticalmente hacia arriba. En-
tonces, el eje z negativo apunta hacia abajo.

Cada par de ejes determina un plano. Por ejemplo, el eje x y el eje y determi-
nan el plano xy, el eje x y el eje z determinan el plano xz, etc. En el plano xy, la ter-
cera coordenada z es igual a cero, y las coordenadas x y y se manejan de la manera
usual al localizar las posiciones de puntos en tal plano. En la figura 2, los puntos
(2,4,0)y (=3, 2, 0) se grafican con el objetivo de mostrar este procedimiento.

Con la finalidad de localizar la posicion de un punto general (X, y, z) para los
cuales z # 0, primero graficamos el punto (x, y, 0) en el plano xy y luego nos move-
mos a partir de este punto en forma paralela al eje z de acuerdo con el valor dado de
la coordenada z. Por ejemplo, al ubicar (=3, 2, 4), primero graficamos (-3, 2, 0),
como en la figura 2 y después nos movemos una distancia de 4 unidades en la di-
reccion positiva del eje z hasta el punto P. Al graficar el punto (2, 4, —2), primero
localizamos (2, 4, 0) en el plano xy y luego nos movemos dos unidades paralelamen-
te al eje z negativo hasta el punto Q. @ 3

Todos los puntos del plano xy satisfacen la condicién z = 0. En forma anélo-
ga, todos los puntos del plano xz satisfacen la condicion y = 0y todos los puntos
del plano yz satisfacen la condicién x = 0. Sobre el eje z, tanto x como y son cero.
De manera similar, sobre el eje X,y =z =0y sobre el ejey,x =z = 0.

EJEMPLO 7 Localice los puntos (0, 2, 4), (3,0, —2), (0, 0, 5) y (0, —3, 0).

Solucion Los puntos se han graficado en la figura 3. Observe que los puntos estan
situados, en el plano yz, en el plano xz, en el eje z y sobre el eje y, respectivamente.

(0.0.5-4 #(0,24)
i
|
|
|
|
|
|
|

(3,0,0)

|
|
|
|
|
~e
(3,0, —2)

FIGURA 3
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@ 4. Dibuje curvas de nivel para
los nivelesz = 0, 1y *+2

para las funciones

a)z=x+y bhyz=xy

Respuesta

a)

Sea z = f(x, y) una funcion de dos variables. Su dominio D consta del con-
junto de puntos del plano xy en que la funcion esta definida. Para cualquier punto
(x, y) en D, podemos calcular el valor correspondiente de z = f(x, y) y graficamos
el punto (x, y, z) en tres dimensiones. Haciendo esto para cada punto (x, y) en D,
obtenemos un conjunto de puntos (x, y, z) que forman una superficie en tres dimen-
siones. Existe un punto (x, y, z) sobre esta superficie situado por encima de cada
punto del dominio D (o debajo si z = f(x, y) toma valores negativos). Esta superfi-
cie se dice que es la grafica de la funcion z = f(x, y).

En la practica, la tarea de bosquejar una superficie en tres dimensiones que sea
la gréfica de una funcion z = f(x, y) de ninguna manera es tan sencilla, como el bos-
quejo de la gréafica de una funcién y = f(x) de una sola variable. Cuando afronta-
mos este problema, con frecuencia es de utilidad examinar las llamadas secciones
de la gréfica. Que son cortes realizados sobre la grafica por medio de planos de-
terminados.

Consideremos secciones resultantes de planos horizontales. Un plano hori-
zontal (paralelo al plano xy) satisface una ecuacién del tipo z = ¢, en donde ¢ es una
constante que da la altura del plano por encima del plano xy (o debajo, si ¢ < 0). De
modo que la seccion de una grafica que también es comdn al plano consta de los
puntos de la gréafica situados a una altura constante por encima (o por debajo) del
plano xy. Tal seccion horizontal puede graficarse como una curva en el plano xy y
se denomina linea de contorno o curva de nivel.

Consideremos, por ejemplo, la funcién z = V4 — x2 — y2. Los puntos sobre
la grafica de esta funcion que también estan situados sobre el plano horizontal z = ¢
satisfacen

CZ=4_X2_y2
Esto es,
X2+ y?=4-¢c?

Esta ecuacion que relaciona x y y es la ecuacién de un circulo en el plano xy centra-
doenx =y = 0y con radio igual a V4 — c2

Por ejemplo, tomemos ¢ = 1, de modo que consideremos el corte horizontal
a través de la gréafica por el plano situado una unidad por encima del plano xy. Esta
seccion es entonces un circulo en el plano xy con radio V4 — 12 = V3 y con cen-
tro en el punto (0, 0). De manera similar, si ¢ = %, la seccién es un circulo de radio

15/2, mientras que si ¢ = 3, la seccion es un circulo de radio \/?/2.

Los circulos x2 + y2 = 4 — ¢2 que corresponden a estos tres valores de ¢, asi
como la frontera externa x2 + y2 = 4 del dominio, se muestran en la figura 4.

La gréafica de la funcién z = V4 — x2 — y2 en tres dimensiones es un hemis-
ferio centrado en el origen, con radio igual a 2 unidades. La grafica se aprecia en la
figura 5, en la cual también se advierten las curvas de nivel correspondientes a z =
0, 3, 1y 3 en sus ubicaciones tridimensionales. @ 4

Otra forma comun de representar a una funcion z = f(x, y) de manera grafi-
ca es mantener fija a una de las variables independientes, x 0y, y graficar a z como
una funcién de la variable restante. Dando varios valores a la variable fija, se obtie-
nen una serie de curvas. Por ejemplo, fijando y = ¢, obtenemos z = f(x, c), expre-
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FIGURA 4

X2+ y2=4(c=0)

FIGURA 5

sando z como una funcion de x, y esta funcidn puede graficarse en el plano xz. Dan-
do a c valores diferentes, se pueden dibujar varias gréficas.

Ahora, y = c es la ecuacion de un plano vertical, paralelo al plano xz, que cor-
taal eje y en (0, c, 0). Asi la gréafica de z = f(x, ¢) es la curva a lo largo de la cual
este plano vertical interseca la grafica de f.

De manera analoga, haciendo x = ¢ obtenemos z = f(c, y), cuya grafica en el
plano yz es la curva de interseccion de la grafica de f con un plano vertical parale-
lo al plano yz.

EJEMPLO 8 Dibuje secciones verticales de la grafica z = x2 — y2 correspondiente
a los planos verticalesx = 0, =1y x2yy =0, =1y 2.

Solucién Consideremos primero la seccion en que x = ¢, ¢ una constante. Esta es
la seccion definida por el plano vertical que es paralelo al plano yz y a una distan-
cia ¢ de él. Sustituyendo x = c en la funcién dada z = x? — y?, obtenemos z = ¢ —
y2. Esta ecuacion en términos de y y z describe una parabola, que se abre hacia aba-
jo, con vértice en el puntoy = 0y z = c2 Por ejemplo, si ¢ = 1, el vértice de la
parabola esté en el punto (y, z) = (0, 1). Las parabolas que corresponden a los va-
lores ¢ = 0, =1, £2, dibujadas en el plano yz, aparecen en la figura 6.

Consideremos la seccién en que y = c, ¢ una constante, que es la seccion de-
finida por el plano vertical que es paralela al plano xz y esta a una distancia c de él.
Sustituyendo y = ¢ en la ecuacién dada, obtenemos z = x? — c2. Esta ecuacién en
términos de X y z representa una parabola con vértice x = 0y z = —c?; esta parabo-
la se abre hacia arriba. Las parabolas correspondientes a ¢ = 0, =1, +2 aparecen
en la figura 7.
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@ 5. Para la funcién z = x? — xy Az Az
dibuje las secciones verticales en - L
el plano xz paray = 0y =2 yenel 4l (c=0)

planoyzparax =0y *=1 | (c=+1)

_2 —
L /(c==%2)
-4
\\c=0
Y FIGURA 7

FIGURA 6

La gréafica de la funcién z = x2 — y2 en tres dimensiones se muestra en la fi-

Respuesta gura 8, en que también se observan las secciones verticales correspondientes a

x=0, =1y *2;yy= 0, —1y —2. A partir de la figura, podemos advertir de in-

A mediato el aspecto predominante de esta gréfica, es decir, su forma de silla de mon-
y=0 tar cerca del origen. @5

a)

A?
y=-2 B y=2
L y=0
1 1 1 1 1 1 1 o /
- y:—2
i y
X
x=-2 x=0 xX=2
FIGURA 8

» EJEMPLO 9 (Publicidad y ventas) EIl volumen de ventas de un articulo particular

x=0 X depende de su precio y también, en muchos casos, de la cantidad que el fabricante
L gasta en promocion y publicidad. Sea p el precio y A el gasto en publicidad al mes
(ambos en ddlares) y sean x las ventas mensuales. Entonces, x = f(p, A). Suponga
que en cierto caso
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x = 1000(5 — pe~kA)

en donde k = 0.001. Dibuje las siguientes secciones verticales: graficas de x contra
p si A =0, 500, 1000 y 1500 y bosqueje graficas de x contra A parap =1,3,5y 8.

Solucion Las gréaficas requeridas de x contra p aparecen en la figura 9. Por ejem-
plo, cuando A = 0, e = e~ k® = 1y asi
x = 1000(5 — p)

La gréfica de esta funcion es una linea recta que intersecta al eje x (p = 0) en el va-
lor x = 5000 y corta al eje p (x = 0) en p = 5. De manera similar, si A = 1000,
g kA = @(0.001)(1000) — ¢-1 = (0,368 y asi x = 1000(5 — 0.368p). De nuevo, ésta es
una linea recta que intersecta al eje xen x = 5000 y al eje pen p = 5/0.368 = 13.6.
Esta grafica representa la demanda x como una funcion del precio p cuando $1000
se gastan al mes en publicidad.

Cuando p se fija en los valores requeridos, tenemos las graficas de x contra A
gue aparecen en la figura 10. Por ejemplo, si p = 3,

x = 5000 — 3000e~0-001A

Esta funcion da el volumen de ventas en términos de gasto en publicidad cuando a
un articulo se le fija un precio de $3.

5000 —————————"——"—"—"—"—"—"—"——"————
5000 4000
3000
2000

1000

0 Oy 200 500 1000 A
FIGURA 9 FIGURA 10
I :)crCiCiOS 7-1
(1-8) Calcule los valores de las funciones dadas en los puntos x - 1)y — 1)
indicados. 2. fx,y) = —x+y—; xy =0 -2, 2 -2y
Lfiy) =x2—2xy +y% (X y) = (3, ~2) y (—4, —4) @ -2)
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x—t+1
3. f(X,t)Zﬁ;

=216y %3
4. fu v =u+Inlvl; UvY=0@21 (-2 -e)y@Oe)

5. /I, y,2) = x> + 2y2 + 3%, (x,¥,2) = (1,2, 3)y

(-2,1, -4
X+y+t
6. /y )=y @y =G 2 DYG s Y
2u+ 3v+4z
7. flu, v 2) =m; (uvz)= (%, 1, 1)y(%’ _%2)

2 2

8. fla,b,c) = ﬁ; (a,b,c)=1(1,2,3)y (2,2, -4

(9-16) Determine los dominios de las siguientes funciones .
9. f(x,y) = X2 + 2xy + y?

2

10 f(x ) = 77
11 f(xy) = VR +y* -9
12 f(x,y) = V1= x+y)
13. fx, ) =In(x — t)

14, f(x,y) = ev*

15. f(x,y,2) = x + Vyz
16. f(u, v, w) = Veutviw — 1

(17-22) Bosqueje las curvas de nivel de cada una de las si-
guientes funciones que corresponden a los valores dados de z.

17.2z=2x+3y; z=0,1,2,3
18.z=3-y; z=0,1,-2,3
19.2=V16-x2—y%4 z=0,1,2,3
20.2=V25-x2—y% 7=0,1,23
2l.z=x2+vy?% 2=1,2,3,4
22.2=xX2—-y% 7z=0,*x1,=*2

(23-26) Dibuje las secciones verticales de las gréaficas de las si-
guientes funciones que corresponden a los valores dados de
X0Yy.

23.2=V16 —x2—y% x=0,=*1, *+2

24

25.

26.
27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

.2=V25—-x2+y?% y=0, %1, *2

z=xX2+y% y=0, *1, £2, 3
7=2x2—y?% x=0,%1,*2, y=0,=*1, 2
(Costo de una lata) Una lata cilindrica tiene radio r y altu-

ra h. Si el material con que se produce tiene un costo de $2
por unidad de area, exprese el costo de la lata, C, como una
funcion de ry h.

(Costo de una lata) En el ejercicio 27, encuentre una ex-
presion para C que incluya el costo de unir los dos extre-
mos de la superficie curveada de la lata. Este costo es de
$0.40 por unidad de longitud de cada extremo.

(Costo de un tanque de agua) Un tanque rectangular abier-
to debe construirse de modo que albergue 100 pies cubicos
de agua. Los costos del material son de $5 por pie cuadra-
do en la base y de $3 por pie cuadrado en las paredes ver-
ticales. Si C denota el costo total (en délares), determine C
como funcidn de las dimensiones de la base.

(Costo de un tanque de agua) Repita el ejercicio 29 si el
tanque abierto es de forma cilindrica.

(Funcion de costo) Una empresa produce dos productos, X
y Y. Las unidades de costos de mano de obra y de materia-
les son de $5 en el caso del producto X y de $12 por lo que
respecta a Y. Ademas, la empresa también tiene costos fijos
de $3000 al mes. Exprese el costo mensual C (en dolares)
como una funcién de las unidades de X y Y producidas.
¢Cual es el costo total de producir 200 unidades de X y 150
unidades de Y?

(Funciones de costo y utilidad) Electrénica de Occidente
fabrica dos tipos de cinta de casetes, de 60 y 90 minutos.
El costo por unidad de mano de obra para los dos tipos es
de 30¢ y de 40¢. Ademas, la empresa tiene costos fijos se-
manales de $1200.

a) Obtenga el costo semanal C (en dolares) como una fun-
cién de las unidades de los dos tipos de cintas produci-
das.

b) Evalle el costo total de producir 10,000 cintas de 60 mi-
nutos y 8000 cintas de 90 minutos.

c) Si la compaiiia vende los dos tipos de cinta a 60¢ y 75¢
cada una, respectivamente, obtenga la utilidad mensual
como funcién del nimero de unidades producidas y ven-
didas por semana.

(Costo de un oleoducto en el artico) Un oleoducto tiene que
construirse desde el punto A hasta el punto B situado 500
millas al sur y 500 millas al este de A. A partir de A, las
200 millas al sur son de tundra, las siguientes 100 millas
atraviesan pantanos y las ultimas 200 millas consisten en
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terrenos de roca dura. El costo del oleoducto es de P déla- a través de cada tipo de terreno; sean x las millas hacia el

res por milla sobre el Ultimo tipo de terreno, 3P délares por este atravesando la franja de tundra y sean y millas mas ha-
milla sobre pantanos y 2P délares por milla sobre la tun- cia el este a través de los pantanos. Exprese su costo total
dra. El oleoducto constara de tres secciones rectilineas, una en términos de x y y.

B 7-2 DERIVADAS PARCIALES

Abordamos ahora el asunto de la diferenciabilidad de funciones de varias variables.
En esta seccidn, s6lo nos interesara el aspecto mecanico de la diferenciacién, pero
en las siguientes secciones, estudiaremos la interpretacién y aplicacién de las deri-
vadas resultantes.

Sea z = f(x, y) una funcion de dos variables independientes. Si la variable y
se mantiene fija en el valor y = y,, entonces la relacion z = f(x, y,) expresa z como
una funcion de la variable x. Esta funcion tendra como grafica una curva en el pla-
no xz, la cual en realidad es la seccion vertical de la gréfica de z = f(x, y) definida
por el planoy = y,.

La figura 11 ilustra una seccion tipica z = f(x, y,). En un punto general en es-
ta curva, se puede construir la recta tangente y su pendiente puede calcularse deri-
vando z respecto a x a partir de la relacion z = f(x, y,). Esta derivada se calcula de
la manera ordinaria como un limite de acuerdo con la siguiente formula:

fX+ AX, yg) — F(% Yy
Ax

d .
) = lim

Se denomina la derivada parcial de z con respecto a x y, por lo regular, se denota
por dz/dx. (Observe que usamos Jy no d en esta situacion. El simbolo d se reserva
para la derivada de una funcién de una sola variable).

Y=X%
z= (X, ¥p)

\

Pendiente = a—z
oXx

A

X

FIGURA 11

DEFINICION Seaz = f(x, y) una funcién de x y y. Entonces la derivada parcial
de z con respecto a x se define por
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ﬂ: lim f(x+Ax,y) —f(x,y)
oX A0 AX

Al escribir esta definicion suprimimos el subindice de y,; debemos recordar que al
calcular dz/dx, la variable y se mantiene constante.
En forma analoga, la derivada parcial de z con respecto a y se define como

AN Ay Ay

T _im LY+ AY) = f(x,Y)

Al calcular 9z /dy, la variable x se mantiene constante y la derivacion solo se reali-
za con respecto a y.

En un punto (x,, ¥,) del dominio de la funcion dada z = f(x, y), la derivada
parcial dz/dx representa la pendiente de la seccion vertical de la gréfica que corres-
ponde al plano y = y,. De manera similar, la derivada parcial z/dx puede interpre-
tarse como la pendiente de la seccion vertical definida por el plano x = x,. Esta
Gltima seccion vertical tiene la ecuacion z = f(x,, y) que expresa z como una fun-
cién de y y su pendiente se obtiene derivando z con respecto ay y con x igual a la
constante x;.

Estas interpretaciones geométricas de las derivadas parciales se ilustran en la
figura 12. Alli, A'B’ representa la seccion vertical determinada por el planoy =y,

FIGURA 12
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y la tangente a esta curva en x = X, es la recta AB. La pendiente de esta recta esta
dada por la derivada parcial dz/dx evaluada en (x,, y,). En forma analoga, la recta
CD es la tangente a la seccion vertical definida por el plano x = x,. Su pendiente es
dz/ dy evaluada en (X, y,).-

Las derivadas parciales pueden calcularse usando, en esencia, las mismas téc-
nicas utilizadas en la evaluacion de las derivadas ordinarias. Sélo debemos recordar
que debemos manejar cualquier variable como si fuera una constante, excepto aqué-
Ila con respecto a la cual estamos derivando. Aparte de esto, la formula familiar de
la potencia, las reglas del producto y el cociente y la regla de la cadena pueden apli-
carse en forma ordinaria.

EJEMPLO 1 Calcule dz/dy siz = x3 + 5xy? + 2y3

Solucién Manejando x como una constante y derivando con respecto a y, tenemos
oz
E = 0 + 5x(2y) + 2(3y?) = 10xy + 6y?2

EJEMPLO 2 Calcule dz/dx siz = Vx? + y?

Solucién Manteniendo y fija, usamos la regla de la cadena.

oz 1%
22— (x2 4 y2)1)2
oX &X( ¥)

1 d
— = (yx2 + 2\—1/2 _—_ (y2 + 2
5 (Y= (¢ 4 y?)
1 _
=3 (x> +y3) V2 (2x + 0)
ya que d(y?)/dx = 0 porque y? se mantiene constante. Por consiguiente,

X

1A
_:XX2+ 2)-1/2 = ———ouou
X ( ¥) VX2 + y?

EJEMPLO 3 Calcule dz/dxy dz/édy siz = (x> + y?)/(In x)

Solucion Usando la formula del cociente, obtenemos

0z _ Inx(9/M)(x* +y?) — (x* + y?)(9/x)(In X)
X (In x)?

_Inx- (29 — (x* +y?) - (1/x)
(In x)2

232 Inx — (X2 + y?)
x(In x)2

después de multiplicar numerador y denominador por x.
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Jz oz
@ 6. Calcule — y — para las

funciones
a) z = X%y — 3xy?
by z=yInx +y)

Respuestas a) % = 2xy — 3y?,

— =x2— 6X
Y Yy
b 2=,

X x+y

0z
—=InXx+y)+
& nx+y)

y

X+y

No necesitamos aplicar la formula del cociente para evaluar ¢z/ dy, dado que
el denominador del cociente so6lo es funcion de x, y es constante por lo que a la de-
rivacion parcial con respecto a y se refiere.

dz 9 (X2 +y? 1 9
_:_7:__)(_,_)/2)
& o\ Inx Inx oy
1 2y
=—(0+ = @
Inx(0 2) In x o

En estos ejemplos puede advertirse que el calculo de las derivadas parciales
de una funcion de dos variables, en esencia, no difiere de la derivacién de una fun-
cion de una variable. Sélo debemos recordar que cuando calculamos la derivada
parcial con respecto a una de las variables, manejamos la otra variable como una
constante, luego derivamos en la forma acostumbrada.

La derivada parcial dz/dx es en si misma una funcién de x y y; en conse-
cuencia, podemos calcular sus derivadas parciales con respecto a X y a y. Estas se
denominan derivadas parciales de segundo orden de z, y se utiliza la siguiente no-
tacion:

7o (m) oo ()
o a\ax) Y Ty ay\x

De manera similar, dz/dy puede derivarse con respecto a x y a y, dando dos deriva-
das parciales méas de segundo orden:

g_o(m) , pr_o(m
ay? oy \dy oXdy  IX\dy

Las dos derivadas ¢?z/dx dy 'y &°z/dy dx a menudo se denominan derivadas
parciales mixtas de segundo orden. A condicion de que estas derivadas parciales mix-
tas sean funciones continuas de x y y, son iguales entre si,

0% _ 0%
X oy dy oX
EJEMPLO 4 Calcule todas las derivadas de segundo orden de la funcién z =

VX2 +y2

Solucion En el ejemplo 2 probamos que

oz X

x VX +y?
para esta funcion. Se sigue de manera similar que

oz X

n Ve
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@ 7. Calcule i

X

b)Z:x+y

Respuesta
7

a) — =p(p — LxP2y1

#r_ x—y
ayox  (x +y)°

Las dos derivadas mixtas de segundo orden se obtienen como sigue (usando la re-
gla de la cadena en la etapa intermedia).

5 Jd [ oz J X Jd
e (o) = (V) Ty

X302 + y) ¥(2y)
—xy(x2 + y?2)~3/2

& Jd [ oz J Jd
o )~ e V) T e
= —Xy(X2 + yZ)—3/2

Puede advertirse que estas dos derivadas son iguales.
En el caso de las dos derivadas restantes, debe utilizarse la regla del cociente.

sz i&;Lﬁ
A X \VXe +y?
_ VX2 A+ ¥ (9))(X) — X(9/IX)(V X + y?)

(Ve + y2y2
Vet () —x- (x/ VX + YD)
(¢ +vy?)
C+y)—x ¥

o2 + y?) Vxe + y2 T2+ Y232

7Ly Pz paralas  EN forma similar, podemos demostrar que
ax2 " dyox
funciones a) z = xPyd

Fr X2
a2 (2 + yR)32

Podemos continuar este proceso y calcular derivadas parciales de érdenes mas
altos:

6_32_1<&_22> 9% _1(0_22> % _i<022)
axE X \ox2) oy axE oy \oxt) oxayox X \dyaz)

etcétera. Con tal de que todas las derivadas del orden dado sean continuas, el orden
en que las derivaciones con respecto a x y a y se realizan carece de importancia. Por
ejemplo, todas las siguientes derivadas mixtas son iguales.

93z 93 a3z

X XAy X XXy

Estas se denotan por ¢3z/dx2 ¢y, indicando dos derivaciones con respecto a x y una
con respecto a y.
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@ 8. Calcule z,, z,, y z,,, para EJEMPLO 5 Calcule #3z/dx2 oy 'y ¢#z/dx oy siz = x3y*

i6 = e +y? .z
la funcionz = e Solucién Tenemos que

% = x3 - 4y3 = 4x3y3
En consecuencia,
«?Xigzz?y - % (afz (Zyy) = % (12x2y%) = 24xy°
y también
ﬂx&gz;yz - % <a>fz lzyy> - % (12x2y3) = 36x%y?
Asi que
;4;3/3 - % <&X&3(5zly2) = % (36x%y?) = T2x?y

Al igual, que con derivadas ordinarias, hay varias notaciones que se utilizan
para las derivadas parciales. La que se encuentra con mayor frecuencia es la que em-
plea subindices para indicar derivadas parciales; usaremos esta notacion en el texto
de vez en cuando. De acuerdo con esta notacion, tenemos lo siguiente:

z se denota por z, 0 f (X, Y)
oX

T

Py se denota por z, 0 fy(x, y)
#z

22 e denota por z,, 0 f, (X, Y)

#z . .
Y se denota por z, 0 fxy(x, y) (Observe que Z,, =z, sison continuas).

&z

T o se denota por Zy O Fryy (%, y)
? eip?le itrazX)ezHyz Las demas derivadas parciales se denotan de manera similar. @ 8
; _ A1 + x)eH? La notacion de derivadas parciales se extiende en forma natural a funciones
;- 8y(1 + x)e2? z = f(X, %, ..., X;) de varias variables. Por ejemplo, dz/dx,, se obtiene derivando z
o con respecto a X, manteniendo x,, ..., x, constantes, etcétera.
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@ 9. Calcule w,, w, y w, para la
funcionw = (x +y + 2) In(y - 2)

Respuesta w, = In (y — z),

_ X+y+z
Wy—ln(Y*Z)‘l’ﬁ

_ gy Xty+z
w,=1In(y—2) v =2

EJEMPLO 6 Siz = f(x,, X, X;) = X2 + X, Vx3—xZ, calcule 9z/x,, 92/ IX, Y 9z IXs.

Solucion

oz

oz

1

<o =0 (306 — ) A(20) =

2

3

/
—=2x,+ VX3 —x3

17
oX

XX,
X3 — X2
1y(y2 — y2)—1/2 X
o 0+ Xx,(3)( = X§)~V2(=2xy) = — 2 — %2 9
2 X

I (jcrCicios 7-2

(1-24) Calcule 9z/ax 'y dz/dy para las siguientes funciones .

lLz=x2+y?
2.2=33+5y*+7
3.2=3—-5Iny +7
4.7 =xy? + x%
6. z=xIny +y2Inx
7.2=x2+xy +y?
9.z = ey
11. z = (2x + 3y)’
13. z = (x + 2y9)L/3
15. 7z = xe¥
16. z = (2x + 3y) e¥+%
17.2= (5) e
y
19. z=1In(x2 + y?)
20. z=(x®+Vy)In(x +y)
21. z = In (& + xy%)
23. 2=
y — X

5.z =xey+ yeX

8. z=1xy + In (xy)

10. z = e+
12. z=Vx2 —y?
14. z = X
. %
18. z = xyex/y
2 _ \2
22, z2=2—F
X2 +y2

24, 7z = xy Vx2 + y?
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(25-38) Calcule ¢?z/dx?, &2/ dy? y °z/x dy en el caso de las

siguientes funciones.

25.
26.
27.
28.
30.
32.

34.

36.
38.
39.
40.
41.
42.
43.

44.
45.

z=x"+y* + 3x%°
z=xeV +ye

z=xy+Inx+y)

z=x3/2y74 29. z=x5y"1/2
zZ=e" 31. z=yey
z=In(2x + 3y) 33. z=1In (X% + y?)
X
z=(x2+y?»> 34. 1=
02 + ) ey
7 = ety 37. 7=

z=(x2+ y?)ev

Si z = ev/%, pruebe que xz, + yz, =0

Si z = x%™*/%, pruebe que xz, + yz, = 2z
Siz=x3 + y* pruebe que xz, + yz, = 3z

Siz = f(ax + by) demuestre que bz, — az, =0

Si C = ae*+"t, demuestre que dC/dt = (p/4)(*C/x?), a
condicion de que w = pk?/4

Si f(x, y) = xe¥/x, pruebe que xf,, + yf,, =0

Si C = et pruebe que #*C/dt2 — *C/dx? = 0, cuando
= +w



46.

47.

(Microbiologia) En el proceso de metabolismo de una bac-
teria la razén M, a la cual una sustancia quimica puede ser
absorbida por la bacteria y distribuirse en todo su volumen,
estd dada por M = aS/V, donde S es el area superficial, V
es el volumen de la bacteria y a es una constante. Para una
bacteria cilindrica de radio r y longitud I, V = ntr2l y S =
2 murl + 2mr2. Calcule dM/dr'y M/ 4l y, por tanto, encon-
trando cémo un incremento en el radio y en la longitud
afecta la razén del metabolismo.

(Zoologia) La razon por la cual el cuerpo de un animal
pierde calor por conveccion esta dada por H = a(T —
T,v'/3, donde T y T, son las temperaturas del cuerpo del
animal y del aire que lo rodea, v es la velocidad del viento
y a es una constante. Calcule ¢H/dT, 9H/dT,y dH/dv, e
interprete estas cantidades.

48. (Difusion) Si se inyecta una sustancia en una vena, su con-

centracion en cualquier punto en la vena variard con el
tiempo t y con la distancia x desde el punto de inyeccion.
Bajo ciertas condiciones, la concentracion puede describir-
se como una funcién de la forma

c 2
Clx, 1) = —= e®/@
.0 Vi
donde a y ¢ son constantes. Pruebe que C(x, t) satisface la

siguiente ecuacion

ﬁz(g)ﬁ
ot 4) ox?

(Esta ecuacion se conoce como la ecuacién de difusion).

B 7-3 APLICACIONES PARA ANALISIS EN LA ADMINISTRACION

La derivada ordinaria dy/dx puede considerarse como la tasa de cambio de y con respec-
to a x. Esta interpretacion a menudo es Util [por ejemplo, el ingreso marginal R’(x) repre-
senta la tasa de cambio del ingreso con respecto al volumen de ventas o, aproximadamen-
te, el cambio en el ingreso por unidad adicional vendida]. Pueden darse interpretaciones
similares en el caso de las derivadas parciales. Por ejemplo, si z = f(x, y), entonces,
dz/dx da la tasa de cambio de z con respecto a x cuando y es constante.

EJEMPLO 1

Se lanza un nuevo producto al mercado. El volumen de ventas x se incre-

menta como una funcion del tiempo t y depende también de la cantidad A gastada en la
campafia publicitaria. Si, con t medido en meses y A en dolares,

X = 200(5 — e~00024)(1 — e

calcule dx/dty dx/JA. Evalle estas derivadas cuandot = 1y A = 400 e interprétalas.

Soluciéon Tenemos que

OX

[ 200(5 — e—0.00ZA)e—t’
at

ﬁA — 0.4e—0.002A(1_ e—t)

Haciendo t = 1y A = 400, obtenemos los valores

X

= 200(5 — e~98)e~1 ~ 335,
a

ox
— =04e798(1 —e ) =011
A 0.4e798( e )=0

La derivada parcial dx/dt representa la tasa de incremento en el volumen de ventas con
respecto al tiempo cuando el gasto en publicidad se mantiene fijo. Por ejemplo, cuando
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@ 10. Repita el ejemplo 1, si el
volumen de ventas esta dado por
1+ (1+0.01 VAX

X=2
S 4+t

3+ 0.04VA

Respuesta x, = 25 @+ 1y

0.005t

X, =25 —F———
PTVAG+Y
Cuandot =1y A = 400, x, = 3.8,

X, = 0.00125

este gasto esta fijo en $400, el volumen de ventas después de un mes (t = 1) crece
a una tasa instantanea de 335 por mes.

De manera similar, dx/dA da el incremento en el volumen de ventas en un ins-
tante fijo que ocurre por cada ddlar adicional gastado en publicidad. En el instante
t = 1, cuando $400 ya se han gastado en publicidad, un délar adicional gastado in-
crementard el volumen de ventas en 0.11 unidades. @ 10

Productividad marginal

La produccion total del producto de una empresa depende de un gran ndmero de fac-
tores, los cuales la empresa a menudo tiene flexibilidad de modificar. Por lo comin
los dos factores mas importantes son la cantidad de mano de obra empleada por la
empresa y el monto del capital invertido en edificios, maquinaria, etc. Denotemos
con L el nimero de unidades de mano de obra empleadas por la empresa (digamos en
horas-hombre por afio 0 en délares por afio gastados en salarios) y sea K el monto
del capital invertido en la planta productiva de la empresa. Entonces la produccién
total P (por ejemplo, el nimero de unidades del producto de la empresa producidas
al mes) es alguna funcién de L y K, y escribimos P = f(L, K). Esta funcién se co-
noce como funcion de produccién de la empresa y las variables L y K son ejem-
plos de factores insumo de produccion (esto es, variables que afectan el nivel de
produccion).

En ciertos casos, los cambios en K y L no son independientes entre si. Por
ejemplo, si la empresa compra una maquina extra, también debe contratar mano de
obra adicional con el objetivo de operarla. Por otra parte, K y L a menudo son va-
riables independientes en el contexto de la estrategia de produccion basica de la em-
presa. Por ejemplo, la empresa puede elegir invertir una gran cantidad de capital en
una planta altamente automatizada y, de esta manera, emplear relativamente poca
mano de obra o, por otro lado, puede decidir utilizar maquinaria menos sofisticado
y mas mano de obra. En general, K 'y L pueden considerarse como variables inde-
pendientes.

La derivada parcial dP/dL se denomina la productividad marginal de la
mano de obra'y dP/JK se conoce como la productividad marginal del capital.
dP/dL mide el incremento en la produccion por incremento unitario en la cantidad
de la mano de obra empleada cuando el capital invertido K se mantiene fijo. En for-
ma anéloga, dP/JK mide el incremento en la produccion por incremento unitario en
el capital invertido cuando la mano de obra empleada se mantiene constante.

EJEMPLO 2 La funcién de produccidn de cierta empresa esta dada por
P =5L + 2L? + 3LK + 8K + 3K?

en donde L es el insumo mano de obra medido en miles de horas-hombre por sema-
na, K es el monto de capital invertido medido en miles de délares por semanay P
es la produccion semanal en miles de articulos. Determine las productividades mar-
ginales cuando L = 5y K = 12 e interprete el resultado.

Solucion Puesto que

P =5L + 2L2 + 3LK + 8K + 3K?
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@ 17. Determine las productivi-
dades marginales de la mano de
obra y del capital para la funcion
de produccién P = cKaL'™3 en
donde ¢ y a son constantes.

Respuesta

P

— = (1 — a)cKaL3
L-a-9

(9_P — aCKa—lLl—a
oK

las productividades marginales son

ap—5+4L+3K ap—3L+8+6K
L Y kT

CuandoL =5y K = 12,

£—5+4(5)+3(12)—61 a—P—3(5)+8+6(12)—95
L ST K B

Esto significa que si L = 5y K = 12 (esto es, se emplean 5000 horas-hombre por
semana y el monto del capital invertido es de $12,000 a la semana), entonces, P se
incrementa en 61 por cada incremento unitario en L y P se incrementa en 95 por
cada incremento unitario en K. Por tanto, la produccion se incrementa en 6100 ar-
ticulos por semana por cada 1000 horas-hombres adicionales de mano de obra em-
pleada cuando K se mantiene fija, y la produccién se incrementa en 9500 articulos
por semana por cada $1000 adicionales de incremento en el monto semanal del ca-
pital invertido cuando L se mantiene fijo. - 11

Las segundas derivadas de P con respecto a K y L tienen también interpre-
taciones como tasas de cambio marginales. La tasa cuando la productividad mar-
ginal dP/JK se incrementa con respecto a cambios en el monto del capital se mide
por 2P/ JK2. En forma analoga, ¢°P/JL? mide la tasa cuando la productividad mar-
ginal 9P /4L se incrementa con respecto a cambios en la cantidad de mano de obra
empleada. Pueden hacerse interpretaciones semejantes para las derivadas mixtas
#P/K dLy &#P/dL K.

Relaciones de demanda: elasticidades cruzadas

Consideremos ahora una aplicacion diferente (a relaciones de demanda). Antes su-
pusimos que la demanda de un articulo s6lo depende del precio por unidad del ar-
ticulo particular. En la practica, esto no siempre es cierto porque la demanda de un
articulo puede verse afectada por el precio de algun otro articulo relacionado. Por
ejemplo, la demanda del filete de res en el supermercado no sélo depende del pre-
cio por kilo del filete mismo, sino también del precio por kilo de filete de cerdo.
Cualquier cambio en el precio en la carne de cerdo afectara siempre la demanda de
la carne de res y viceversa, dado que algunos consumidores estaran dispuestos a
cambiar de un producto a otro.

En general, sean A 'y B dos articulos relacionados tales que el precio de uno
afecta la demanda del otro. Denotemos con p, y pg los precios unitarios de los dos
articulos. Entonces, sus demandas x, y X se supone que son funciones de ambos
precios p, y pg, esto es,

Xy = f(pAl pB) y Xg= g(pA’ pB)

Podemos calcular cuatro derivadas parciales de primer orden.

’ l il

MKy Ky g Xy
P, Py (9pA Py

SECCION 7-3  APLICACIONES PARA ANALISIS EN LA ADMINISTRACION 299



La derivada parcial dx,/dp, puede interpretarse como la demanda marginal de A
con respecto a p,. De manera similar, dx,/dp, es la demanda marginal de A con
respecto a p, y mide la cantidad en que la demanda de A crece por incremento uni-
tario en el precio de B. Pueden darse interpretaciones similares a las otras dos deri-
vadas parciales.

Si el precio del articulo B se mantiene fijo, entonces, en general, un incremen-
to en el precio de A da como resultado una disminucion en la demanda x, de A. En
otras palabras, dx,/dp, < 0. En forma analoga, dx;/dp, < 0. Las derivadas parcia-
les dx,/dpg Y 9Xz/ dp, pueden ser positivas o negativas, dependiendo de la interac-
cion particular entre los dos productos. Por ejemplo, suponga que los dos articulos
son filete de res (A) y de cerdo (B). Un incremento en el precio de A (filete de res)
da como resultado un incremento en la demanda de B (carne de cerdo) cuando el
precio de B permanece sin cambio, dado que algunos consumidores cambiaran de A
a B. Asi, dx;/dp, > 0. De manera similar, si el precio de A (filete de res) permane-
ce sin cambio, un incremento en el precio de B (carne de cerdo) da como resultado
un incremento en la demanda de A (filete de res), esto es, dx,/dpg > 0.

Los dos articulos A y B se dice que son competitivos entre si

aXB
P, Py

esto es, si un incremento en el precio de uno de ellos da como resultado un incre-
mento en la demanda del otro.

Algunas veces un incremento en el precio de un articulo da como resultado
una disminucidn en la demanda del otro (suponiendo que su precio permanece sin
cambio). En otras palabras, tanto dx,/dp, como dx,/ dp, son negativas. En tal caso,
se dice que los dos productos A y B son complementarios entre si. Por ejemplo,
las peliculas fotograficas y las camaras son dos productos complementarios. Si las
camaras se hacen mas costosas, entonces habra una caida en la demanda de las pe-
liculas.

EJEMPLO 3 Las demandas x, y X, de los productos A y B estan dadas por las fun-
ciones
X, =300 +5p, —7p32 y x; =250 — 9p; + 2p,

en donde p, y p, son los precios unitarios de A y B, respectivamente. Determine las
cuatro funciones de demanda marginal e investigue si los productos A y B son com-
petitivos o complementarios entre si.

Solucién Las cuatro funciones de demanda marginal estan dadas por las cuatro de-
rivadas parciales.

M 14p,, P _ 5
P, Py
M, My _ g
P, Py

Puesto que dx,/dp, Y dXg/ Jp, son positivas, los productos son competitivos.
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@ 12. Dos productos Ay B
tienen demandas dadas por

X, = 20 - 2p, - 0.2p,

X = 50 — p, — 5p;

¢Los productos son complementa-
rios o competitivos? Cuando

p, = 5y pg =5, calcule la elastici-
dad del producto A con respecto a
su propio precio y su elasticidad
cruzada con respecto al precio

de B.

Respuesta Son productos

complementarios.

— _10 =1
npA - 9 an 9

Considere la funcion de demanda del producto A: X, = f(p,, Pg) en donde p,
es el precio por unidad de Ay p; es el precio unitario del producto relacionado B.
Entonces, el precio de la elasticidad de la demanda de A se define por

_ IXy/ Iy _ P X
A Xa/ Py Xy P,
(\Véase la seccion 4-3). La elasticidad de la demanda cruzada de A con respec-
to a pg se define por
g = Pal®s _ Py Py
Pe Xa/Pg Xa g

Aqui, m, puede interpretarse como la razdn del cambio porcentual de la demanda
de A al cambio porcentual en el precio de A cuando el precio de B permanece fijo.
En forma analoga, M, puede pensarse como la razén del cambio porcentual en la de-

manda de A al cambio porcentual en el precio de B cuando el precio de A se man-
tiene fijo.

EJEMPLO 4 La funcién de demanda del producto A esta dada por
X, = 250 + 0.3p; — 5p3
Determine m, Y M, cuando p, = 6y p; = 50

Solucion En este caso, tenemos que

oX oX
—A =-10p, y —2=03
P, Py

Sip, =6y p, =50, resulta que

X, = 250 + 0.3(50) — 5(6?) = 85
IX oxX
—A = _106)=-60 y —A =03
P, Py
En consecuencia,
= Kaf Py =60 _ 404 asimismo
A Xa/Pa (85/6)
HXA/(?pB 0.3
= A8 - " ~0.176
"l X,/ P (85,/50)

Por tanto, podemos decir que un incremento aproximado del 1% en el precio de A
provocara una caida del 4.24% en la demanda de este producto; mientras que un in-
cremento del 1% en el precio de B da como resultado un aumento del 0.176% en la
demanda de A. @ 12

Aproximaciones

En el caso de una funcién y = f(x), vimos en la seccion 4-1 como utilizar la deri-
vada en el calculo de valores aproximados de la funcion en puntos de la forma
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@ 13. Dada f(x, y) = x?® apro-
xime f(—=3 + h, 2 + k) por medio
de una expresion lineal en h y k.

Respuesta 72 — 48h + 108k

X, + Ax cuando f(x,) se conoce, con tal de que Ax sea lo bastante pequefio. La apro-
ximacion esta dada por

flx, + AX) = f(x;) + f'(x)) Ax

Esta formula de aproximacion se extiende en forma natural a funciones de va-
rias variables.

Sea z = f(x, y) una funcion de dos variables que es diferenciable. Entonces,
con tal de que Ax y Ay sean suficientemente pequefios,

F( + AX, Yy + Ay) = (X Yo) + f(%e Yo) AX + fi(X Yg) Ay

EJEMPLO 5 Si f(x,y) = Vx +y + Vx — y, es facil advertir que f(10, 6) = 6.
Encuentre una expresion aproximada para f(10 + h, 6 + k) valida para valores pe-
quefios de hy k.

Solucién Tomando x, = 10 y y, = 6 en la formula anterior para la aproximacion
tenemos f(10 + Ax, 6 + Ay) = f(10, 6) + (10, 6) Ax + fy(10, 6) Ay. Despues de
derivar parcialmente, obtenemos

f,(Y) = 3¢ +y) V2 + 3(x —y) 12
f(Y) =3¢ +y) V2 = 3(x —y) 12

En el punto (x,, y,) = (10, 6), estas derivadas parciales toman los valores

f(10, 6) = (10 + 6)~%/2 + (10 — 6)" /2 = 2
(10, 6) = (10 + 6) 12 — 1(10 — 6) 12 = —}

Por tanto, como f(10, 6) = 6,
f(10 + AX, 6 + Ay) = 6 + 3Ax — 2Ay
Por ultimo, reemplazando Ax = h y Ay = k obtenemos la aproximacion pedida
f(10 +h,6 +k) =6+ 3h — Ik @)
Por ejemplo, tomando h = 0.1 y k = —0.2. Obtenemos

3+ 0.
£(10.1,5.8) ~ 6 + % — 6.0625

Comparando, el valor exacto de £(10.1, 5.8) es

V101 + 58 + V10.1 — 58 = V159 + V43 =6.0611... @ 13

La formula aproximada de la ecuacion (1) es una funcién lineal de hy k, y en
consecuencia es mucho més facil de manejar que la expresion completa de f(10 +
h, 6 + k). En general, esto ilustra la ventaja de esta técnica de aproximacion al reem-
plazar una funcién complicada por una lineal.

302 CAPITULO 7 FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES




@ 14. El ingreso, R, de una com-
pafiia depende del precio unitario p
que se cobra por su producto y de
la cantidad, A, por semana que se
gasta en publicidad. Se sabe que
cuando p = 15y A = 5000,

R = 25,000 y el ingreso marginal
con respecto a p es —500 y con
respecto a A es 4. Calcule el ingre-
so aproximado, si el precio fuese
reducido a 12 y el gasto en publi-
cidad se reduce a 4500.

Respuesta 24,500

EJEMPLO 6 Usando L unidades de mano de obra y K unidades de capital, una em-
presa puede producir P unidades de su producto, en donde P = f(L, K). La empre-
sa no conoce la forma precisa de esta produccidn, pero dispone de la siguiente in-
formacion.

1. Cuando L = 64 y K = 20, P es igual a 25,000.
2. SiL =64yK = 20, las productividades marginales de la mano de obray del ca-
pital son P, = 270y P, = 350.

La empresa contempla una expansion de su planta que cambiaria L a 69 y K a 24.
Encuentre el incremento aproximado en la produccion que se obtendria.

Solucién Tomando L, = 64 y K, = 20, entonces para AL y AK pequefios

P = AL, + AL, K, + AK) = AL, K)) + f.(Ly, K AL + £(L, K,) AK
— 25,000 + 270 AL + 350 AK

En la nueva operacion, tendriamos que AL = 69 — 64 =5y AK =24 — 20 = 4. En
consecuencia,

P ~ 25,000 + 270(5) + 350(4) = 27,750

El incremento en la produccion es por tanto de 27,750 — 25,000 = 2750 @ 14

I jcrcicios 73

(1-6) (Productividades marginales) En el caso de las siguien- 9P 9P

tes funciones de produccion P(L, K), determine las productivi-

LI-FKW:P

dades marginales para los valores dados de L y K.

1. P(L, K) = 7L + 5K + 2LK — L2 — 2K2;

L=3K=10

2. P(L, K) = 18L — 5L% + 3LK + 7K — K?;

L=4K=38

3. P(L, K) = 50L + 3L? — 4L8 + 2LK? — 3L2K — 2K3;

L=2,K=5

4. P(L, K) = 25L + 212 — 3L3 + 5LK? — 7L2K + 2K? — K3;

L=3K=10
5. P(L, K) = 100L°3 K07
6. P(L, K) = 250106 K04

7. (Funcidn de produccion Cobb-Douglass) Una funcién de

8. (Funcidn de produccion homogénea) Se dice que una fun-
cioén de produccion P(L, K) es homogénea de grado n si L
dP/dL + KdP/dK = nP con n alguna constante. Determi-
ne si la funcion de produccion dada por

P(L, K) = 5LK + L2 — 3K? + a(L + K)

es homogénea o no. En caso afirmativo, ¢cuél es el grado
de su homogeneidad?

(9-12) (Demandas marginales) Considere las siguientes fun-
ciones de demanda para los dos productos A y B, determine las
cuatro funciones de demanda marginal e investigue si los pro-
ductos A y B son competitivos o complementarios.

9. X,=20 —3p, + ps X3 =30+ 2p, — 5p,

produccion de la forma P(L, K) = cLaKb, en donde ¢, a y
b son constantes positivas y a + b = 1, se denomina una
funcion de produccion Cobb-Douglass. Pruebe que con
respecto a esta funcion de produccion,

10. x, = 150 — 0.3p2 — 2p%; X, = 200 — 0.2p2 — 3p2
11. x, = 30Vp,/VpZ %, = 50p,/Vp,
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12. X, = 200pg/p% X, = 300Vp,/p}

(13-16) (Elasticidad cruzada) En el caso de las siguientes
funciones de demanda del producto A, determine M, Y M, €N
los niveles de precio dados para los dos productos relacionados
AyB.

13. x, = 250 + 0.3p, — 2p%; p, =5, p, = 40
14. x, = 127 — 0.2p; — p&; Py = 30

15. X, = 60p,/Vpy Py =9,ps =

16. X, = 250/(p, Vpg); P, =5,p; = 4

17. (Elasticidad de la demanda) La funcién de demanda del
producto A esta dada por

Q =327 + 0.21 + 0.5p, — 2p3

donde Q es la cantidad demandada, 1 el ingreso personal dis-
ponible del consumidor, y p, y pg son el precio unitario de A
y el precio unitario del producto B, respectivamente.

a) Calcule el valor de la elasticidad de la demanda M, si
p,=3,p; =20el = 200.

b) Determine la elasticidad cruzada de la demanda de M,
de Asip,=3,p;=20el = 200.

¢) Calcule la elasticidad de la demanda dada por el ingre-
S0 para A,

/N _ 1 Q

|
T Ton T Q 4

conp,=3,p;,=20el =200

18. (Elasticidades de la demanda) Repita el ejercicio 17 en
el caso de un producto A si la demanda esta dada por la
férmula

Q = 250 + 0.11 + 0.3p, — 1.5p?

*19. La demanda de cierto articulo esta dada por la funcion x =
ap~*, con a, b y ¢ son constantes, p es el precio e | es el
ingreso disponible del consumidor. Calcule la elasticidad
del precio y la elasticidad de la demanda del ingreso. (Véa-
se el ejercicio 17). Si la funcion de oferta del articulo es
X = rps, con r y s constantes, determine el valor de p que
alcanza el equilibrio del mercado. A partir de esta p calcule
dp/dl e interprete la derivada.

20. (Utilidades marginales) Se descubre que la utilidad por
acre de cierto cultivo de trigo es

P = 40L + 5S + 20F — 3L2 — S2 — 2F2 — 4SF
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en donde L es el costo de la mano de obra, S es el costo de
la semilla y F es el costo del fertilizante. Calcule oP/dL,
dP/dSy dP/JF y evallelas cuando L = 10,S =3y F = 4.
Interprete estas derivadas.

(21-22) Si f(x,y) = \/ﬁ:? calcule una aproximacion de

los siguientes valores.
21. f(3.1, 4.1) 22. f(5.1,11.8)

(23-24) Si f(x,y) = Vx2 — y2, encuentre una aproximacion a
los siguientes valores.
23. (5.2, 2.9) 24. £(25.1, 23.9)

(25-26) Si f(x, y) = (x — y)/\/x_+_y, encuentre una aproxi-
macion a los siguientes valores.

25. f(2.1, 1.95) 26. f(4.0,5.1)

27. (Cambio en el nivel de produccién) Una empresa puede
producir P unidades de su producto al utilizar L unidades
de mano de obra y K unidades de capital, con

P(L, K) = 100L3/4 K1/4

a) Calcule la produccion total cuando L = 81y K = 16

b) Aproxime el efecto de reducir L a 80 e incrementar K a
17

28. (Cambio en el nivel de produccién) La funcién de produc-
cién de una empresa esta dada por

P(L, K) = 450L3/5 K2/5

en donde P representa la produccion cuando se emplean L
unidades de mano de obra y K unidades de capital.

a) Determine la produccion de la empresa si L = 243 y
K =32

b) Aproxime el efecto de incrementar la mano de obra a
248 unidades y disminuir el capital a 31 unidades.

29. (Producci6n aproximada) La funcion de produccion de
una empresa esta dada por

P(L, K) = 9L2/3 K!/3
en donde P representa la produccion total cuando se em-

plean L unidades de mano de obra y K unidades de capital.
Aproxime la produccion total cuando L = 1003y K = 28.



B 7-4 OPTIMIZACION

En el capitulo 3 vimos que uno de los usos mas importantes y de mayor aplicacion
del célculo de funciones de una sola variable es la determinacion de los valores ma-
ximos y minimos de funciones. El problema correspondiente, el calculo de méximos
y minimos de funciones de varias variables, es igual de importante, y en esta sec-
cion lo estudiaremos en el caso de funciones de dos variables.

DEFINICION La funcion £(x, y) tiene un maximo local en el punto (g Yo) Si (X,
y) < f(%, Y,) para todos los puntos (x, y) lo suficientemente cercanos a (x,, y,) con
excepcion de (x,, y,) mismo.

La funcion f(x, y) tiene un minimo local en el punto (x,, y,) si f(x, y) > f (X,
Y,), para todos los puntos (x, y) lo suficientemente cercanos a (x,, Y,), con excepcion
de (X, Y,) Mismo.

El valor correspondiente de f(x,, y,) se denomina el valor maximo local (o
valor minimo local, segun sea el caso) de la funcion f. El término extremo abarca
tanto a maximos como a minimos.

En el caso de funciones de una variable, estudiamos dos tipos de extremos,
uno en el que la derivada se hacia igual a cero y otro en que la derivada no existia,
correspondiendo a una esquina o pico de la gréfica de la funcion. En esta seccion, por
razones de simplicidad, nos restringiremos al primer tipo. Esto es, sélo considerare-
mos funciones cuyas gréficas sean superficies suaves en tres dimensiones. Esta
restriccion no es seria dado que la vasta mayoria de las aplicaciones tratan con
funciones cuyas graficas son suaves.

Sea la funcion z = f(x, y) con un maximo local en (x,, y,). Construyamos la
seccion vertical de la grafica determinada por y = y,, es decir, la seccion a través del
punto maximo. Esta tiene la ecuacion z = f(x, y,) y puede representarse por una gra-
fica en el plano xz. (Véase la figura 13). Puesto que la superficie z = f(x, y) presenta
un maximo si x = X,y y =y,, esta seccion debe tener un maximo local en x = x,.

FIGURA 13 FIGURA 14
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@ 15. Determine los puntos
criticos de las siguientes funciones:
a) f(x,y) = X2+ 5xy + y?

b) f(x.y) =

X2+ 3xy —5y2 —7x + 4y + 8

Respuesta a) (0,0) b)(2,1)

En consecuencia, la pendiente a esta seccion, que esta dada por la derivada dz/dx =
f,(X,Y,), debe ser cero si x = X,

En forma similar, consideremos la seccion correspondiente a x = X,, que cons-
ta de una curva en el plano yz con ecuacion z = f(x,, y). Esta curva tiene un maxi-
mo cuando y =y,, y asi la pendiente dz/dy = fy(xo, y) debe ser igual acerosiy =y,
(Véase la figura 14).

Lo cual nos lleva al siguiente teorema.

TEOREMA 1 Si f(x, y) tiene un maximo local o un minimo local en el punto
(%5 ¥y), entonces, es necesario que

fx(xor yo) =0 y fy(XO! yo) =0

(La exposicion relativa a un minimo local es paralela a la ya dada para un maximo
local).

DEFINICION Un punto critico de una funcién suave £(x, y) es un punto (%5 Vo) €N
que fx(xo! yo) = fy(XOI yo) = 0

A partir de la discusién anterior es claro que todo extremo local de una funcion sua-
ve debe ser un punto critico. Sin embargo, no todo punto critico es un extremo,
como en el caso de funciones de una variable. Volveremos a esta cuestion en un
momento.

EJEMPLO 1 Encuentre los puntos criticos de la funcion
fy)=x+xy +x—y

Solucion Debemos hacer las derivadas parciales f, y fy iguales a cero:
fxy)=3¢+2xy +1=0
fxy) =x—1=0

De la segunda de estas ecuaciones se sigue que x2 = 1, 0 x = =1.Y de la primera,
tenemos ahora que

—4 -2
2xy=—-3x2—1=-3(1)—-1=—4 esto es, =— ==
i X @ y 2X X

Asique,y = —2six=1;ycuandox = —1,y = +2
Por tanto, hay dos puntos criticos, (1, —2) y (—1,2) @ 15

En el caso de una funcién f(x) de una variable, en el capitulo 3 vimos que
no todo punto critico necesariamente es un extremo local. Un punto critico en
que f'(x) = 0 puede ser maximo local, minimo local o un punto de inflexion, y en el
capitulo 3 desarrollamos técnicas para distinguir entre estas posibilidades. Son ne-
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@ 16. Sea f(x,y) =

(x = y)? =2(x +y)?

Demuestre que f tiene un punto
critico en (0, 0) en el que f, =

fy, = —2. Sin embargo, f no tiene
un maximo local en el origen: en el
plano vertical y = —x, f(x,y) =

(X — y)? = 4x2, la cual tiene un
minimo local enx = 0

cesarias pruebas similares en el caso de una funcién f(x, y) de dos variables, ya que
de nuevo no todo punto critico es un extremo. Esto se ilustra por la funcién z = x2
— y2, que se considerd en el ejemplo 8 de la seccion 7-1. Esta funcion tiene un pun-
to critico en el origen que no es maximo local ni minimo local. La seccion vertical
de su gréfica determinada por el plano y = 0 tiene un minimo local en el origen;
mientras que la seccidn vertical de su gréafica definida por el plano x = 0 presenta
un maximo local en el origen. (Véanse las figuras 6 a 8). Un punto critico de este ti-
po se denomina un punto silla.

Si f(x, y) tiene un maximo local en (x,, Y,), entonces, es necesario que la sec-
cion determinada por y =y, también deba tener un maximo local en x = x,. (Esto
es claro si observamos la figura 13). Esto se garantiza, si f,(X,, ¥p) = 0Y f,.(Xp ¥o) <
0, por la prueba de la segunda derivada de la seccién 3.3. De forma similar,
Si fy(xo, Yo) =0y fyy(xo, Y,), entonces, la seccion de la grafica, en la que x = X,
es constante, debe ser concava hacia abajo y, por tanto, tiene un méaximo local en
(%o Yo)-

De manera similar, podemos advertir que si fyy(xo, Y,) < 0, entonces, la sec-
cion de la grafica en que x = x, debe ser concava hacia abajo y tiene, por tanto, un
maximo local en (X, Y,)-

Sin embargo, las dos condiciones f, <0y fy<0Oyen (Xy Y,) No son sufi-
cientes para garantizar que la superficie misma tenga un maximo local en (x,, Y,).
Sélo garantizan que las secciones verticales definidas por los dos planos coordena-
dos x = X,y y =y, tengan maximos locales en el punto (x,, y,). Es muy posible que
las secciones de la gréafica tengan maximos locales en estos planos verticales, aun-
que tengan un minimo local en algin otro plano vertical a través de (x, y,). « 16

Por tanto, es claro que se requiere alguna condicién extra con la finalidad de
completar el criterio para un maximo o minimo. Esto se logra mediante el siguien-
te teorema (que no probaremos).

TEOREMA 2 Sea (x,, y,) un punto critico de la funcion f(x, y) para la cual
f(XO’ y[)) = fy(X(]l yo) = 0. Sea

A, Y) = fo N0 Y) = [ VI?
a) Si f (X ¥o) <0, (X Yo) <0y A%y, ¥) > 0, entonces, f(x, y) tiene

un maximo local en (X, Y,).

b) Si (X Yo) >0, f,,(Xe: ¥o) > 0y A(xy, y) > 0, entonces, f(x, y) tiene
un minimo local en (x,, y,).

c) SiA(x, Y,) < 0, entonces, (X, Y,) no es extremo local de f(x, y), sino
es un punto silla.
Observaciones
1. SiA(x,Y,) = 0, entonces, este teorema no puede aplicarse para decidir so-
bre maximos o minimos.

2. Si A(xy, ¥,) > 0, entonces, f,, y f,, necesariamente tienen el mismo signo
en (X, Yy)- En consecuencia, en los casos a) y b) del teorema 2, sélo debe
determinarse el signo de una de estas derivadas parciales.
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@ 17. Determine los extremos
locales de las siguientes funciones:
a) f(xy) = x2+ 4xy + 2y?

b) f(x.y) =

X2 4+ 3xy +4y2-x+2y +1

Respuesta a) Punto silla en (0, 0)
b) minimo local en (2, —1).

EJEMPLO 2 Encuentre los extremos locales de la funcién
fX,y) =x2+2xy + 2y? + 2x — 2y
Soluciéon En primer término, hallamos los puntos criticos.
fi=2x+2y+2=0
fy=2x+4y-2=0
Resolviendo estas dos ecuaciones simultaneas, obtenemos x = =3y y = 2.
Asi que (=3, 2) es el Gnico punto critico.

Ahora aplicamos el teorema 2 para probar si este punto critico es maximo o
minimo local. Derivando una vez mas encontramos que

fxx:2’ fyy:4 y fxy:2

Por tanto, A = f,. f, — f5, = (@) —22=8 — 4 = 4. De modo que f, > 0,
fy>0yA>0,yasielpuntox = —3,y = 2 es un minimo local de f. El valor mi-
nimo local de f es

f(=3,2) = (=3)2+ 2(—=3)(2) + 2(2)* + 2(—3) — 2(2) = -5 @ 17

EJEMPLO 3 (Decisiones sobre fijacion de precios) La Corporacion de cremas
dentifricas organicas produce crema para dientes en dos tamafios, de 100 y 150 mi-
lilitros. El costo de produccién de cada tubo de cada tamafio es de 60¢ y 90¢, respec-
tivamente. Las demandas semanales X, y x, (en miles) para los dos tamafios son de

X, =3(p, — P)
X, = 320 + 3p, — 5p,
donde p, y p, son los precios en centavos de los tubos. Determine los precios p, y p,

que maximizarian las utilidades de la compafiia.

Solucion La utilidad obtenida por cada tubo de 100 mililitros de crema dental es
de (p, — 60) centavos y la utilidad por cada tubo de 150 mililitros es de (p, — 90)
centavos. Por tanto, la utilidad P (en miles de centavos, porque las demandas son en
miles) obtenida vendiendo x, tubos de 100 mililitros y x, tubos de 150 mililitros es-
ta dada por

P = (p, — 60)x, + (p, — 90)x,

3(p1 - 60)([)2 - p1) + (pz - 90)(320 + 3p1 - 5p2)
= —3p2 — 5p3 + 6p,p, — 90p, + 590p, — 28,800

En consecuencia,

JP - P
— = 6p, — 6p, — 90 asimismo — = 6p, — 10p, + 590
o, P, Py y n, Py P,

En la utilidad maxima, P /dp, = dP/dp, = 0. Esto es,

6p, —6p, —90=0 y  6p,— 10p, + 590 = 0
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Resolviendo estas dos ecuaciones, obtenemos p, = 110 y p, = 125. También
d*P/dp? = —6, #P/ap3 = —10y 9%P/dp, dp, = 6. Por consiguiente,

2
Azﬁz_z.ﬁz_z_( P ) = (—6)(—10) — 62> 0
op;  dp; ap, Ip,
Puesto que A > 0y ¢?P/dp?, ¢*P/Jp2 son negativas, los precios p, = 110¢ y p, =
125¢ le produciran una utilidad maxima a la compafiia. Con estos valores de p, y p,,
las demandas son de x, = 45y X, = 25 (en miles por semana).

También surgen problemas en los cuales necesitamos encontrar los valores
maximos y minimos de una funcion f(x, X,, ... , X,) de varias variables. De nuevo,
resolvemos tales problemas haciendo todas las derivadas parciales iguales a cero:

(9X1 &XZ &Xn
Esto nos da n ecuaciones que deben resolverse para las variables x,, ..., x.. El pun-
to resultante es un punto critico de f.

El criterio que debe aplicarse con la finalidad de probar si el punto critico es
un maximo, o minimo local o un punto silla, es mas complicado que el dado para
funciones de dos variables y no lo estudiaremos aqui.*

I :)rcicios 7-4

(1-22) Halle los puntos criticos de las siguientes funciones y 11 fx,y) =x3 + 3xey +y3 —y
pruebe si cada uno de ellos es un maximo o minimo local.

1
2
3
4
5
6
7
8
9

10

L Y) =Xy - 2X+ 4y + 7
. f(%y) =5+ 4x + 6y — x2 — 3y?
f(x,y) =2x2 — 3y? + 4x + 12y
CfOGY) =X 422 —2x— 2y + 1
Cfly) = 2x2 + xy + 2y?
LG Y) =X+ Axy + y?

X y) = 2xy = x* = 3y* = x — 3y 18
CfGY) =X+ 22 —xy—3x+5y+4

Y= +y2 =3 —4dy+7
X y) =3+ y8 —12x — 3y

12. fu,v) =W+ ¥ -3 —-3u+7
13. f(x,y) = 2xy(x +y) + X% + 2x
14. f(x,y) = xy(x —y) +y* — 4y
15.]"(x,y)=x+y+%+i

y
2 4

16. f(x,y)=xy—;—;

17. fx, ) = (x=2) (y = 2) (x +y = 3)

Y= -1 +2) Xty —2)

19. f(x,y) =xy + Inx + y?

20. f(x,y) = 2x2 + y2 — In (xy?)

*Véase, por ejemplo, A.E. Taylor y W.R. Mann, Advanced Calculus, 2a. ed. (Lexington, Mass.: Xerox

College Publishing), p. 230.
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21

22

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

Cfy) = xe X+ ye ¥

f(p,q) = 25q(1 —e™®) — 50p — g2

(Costo minimo de produccién) Una empresa produce dos
tipos de productos, Ay B. El costo diario total (en dolares)
de producir x unidades de A y y unidades de B esta dado
por C(X, y) = 250 — 4x — 7y + 0.2x? + 0.1y2. Determine
el nimero de unidades de Ay B que la empresa debe pro-
ducir al dia con el prop6sito de minimizar el costo total.

(Utilidad maxima) Si la empresa del ejercicio 23 anterior
puede vender cada unidad de A a $20 y cada unidad de B a
$16, encuentre los niveles de produccion de Ay B que ma-
ximizarian las utilidades de la empresa. ;Cudl es la utilidad
diaria maxima?

(Costo de produccion minimo) Repita el ejercicio 23 si
C(x,y) = 1500 — 7.5x — 15y — 0.3xy
+ 0.3x2 + 0.2y2

(Promocion dptima y niveles de produccion) Si x denota la
produccion de la empresa (en cientos) y y la cantidad gas-
tada (en miles de ddlares) en los esfuerzos promocionales
de vender el producto, entonces la utilidad de la empresa P
(en miles de délares) esta dada por P(x, y) = 16x + 12y +
2xy — x2 — 2y? — 7. ;Qué valores de x y y produciran la
utilidad maxima? ¢Cual es la utilidad maxima?

(Utilizacion optima de mano de obra y tamafio del lote) El
costo total C por serie de produccion (en miles de délares)
de cierta industria esta dado por C(x, y) = 3x? + 4y2 — 5xy
+ 3x — 14y + 20, en donde x denota el nimero de horas-
hombre (en cientos) y y el nimero de unidades (en miles)
del producto elaboradas por serie. ;Qué valores de x y y da-
ran como resultado el costo total minimo por serie de pro-
duccion?

(Produccion maxima) Usando L unidades de mano de obra
y K unidades de capital, la produccién semanal total de una
empresa esta dada por P(L, K) = 20K + 32L + 3LK — 2L2
— 2.5K2, Halle el nimero de unidades de mano de obra y
de capital que la empresa debe utilizar para maximizar su
produccién.

(Uso éptimo de materiales) Una empresa utiliza dos tipos
de materias primas, X y Y, en su producto. Usando x uni-
dades de X y y unidades de Y, la empresa puede elaborar P
unidades del producto, con P = 0.52x + 0.48y + 0.12xy —
0.07x?2 — 0.06y2. Si el costo de cada unidad de X es de
$5.10 y de $1.80 por cada unidad utilizada de Y, y la em-
presa puede vender todas las unidades que produce a $15
cada una. ¢(Qué cantidades de X y Y deberia utilizar la em-
presa con el proposito de maximizar sus utilidades?
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30.

31.

32.

33.

*34.

35.

(Costo minimo) Usando L unidades del insumo mano de
obra y K unidades del insumo capital, una empresa fabrica
cierta produccion de su articulo, cuyo costo total T (en mi-
llones de ddlares) esta dado por T = 40 — 5K — 3L — 2KL
+ 1.5K2 + L2, Determine la cantidad de cada insumo que
deberia utilizarse con el propdsito de minimizar el costo de
la empresa. ¢Cual es el costo minimo?

(Fijacion éptima de precios de productos que compiten en-
tre si) La compafiia occidental de dulces produce carame-
los en dos tamarfios a costos unitarios de 10¢ y 20¢ cada
uno. Las demandas semanales x, y x, (en miles) para los
dos tamarfios estan dadas por
X =P, =P y X, =60 + p, — 3p,

en donde p, y p, denotan los precios en centavos de los ca-
ramelos en los dos tamafios. Determine los precios p, y p,
que maximizarian las utilidades semanales de la empresa.

(Fijacion éptima de precios de productos que compiten en-
tre si) Juguetes Ménica produce dos tipos diferentes de
cochecitos de plastico con un costo de 10¢ y 30¢ cada uno.
Las demandas anuales x, y X, (en miles) estan dadas por
=30+2p,—-5, 'y x =100+p, —2p,
con p, y p, los precios unitarios (en centavos) de los dos ti-

pos de cochecitos. Determine los precios p, y p, que la
compafiia debe fijar para maximizar sus utilidades.

(Publicidad 6ptima y fijacion de precios) A una compafiia
le cuesta $2 por unidad elaborar su producto. Si A délares
se gastan por mes en publicidad, entonces, el nimero de
unidades por mes que se vendera estd dado por x = 30(1 —
g~0.0014)(22 — p) en donde p es el precio de venta. Halle los
valores de Ay p que maximizaran la utilidad mensual neta
de la empresa y calcule el valor de esta utilidad maxima.

(Publicidad 6ptima y fijacion de precios) Con el objetivo
de fabricar x articulos por semana, la funcion de costo se-
manal de una empresa es C(x) = 50 + 2 x + 6—10 X2, Si A
délares por semana se gastan en publicidad, el precio p
(en dolares) en que la demanda sera de x articulos por se-
mana esta dado por

X
o 60(1 — e—0001A)

Determine los valores de x y A que maximizan la utilidad
semanal y calcule esta utilidad méaxima.

p=20

(Rendimiento 6ptimo de cultivos) El valor en dolares de
una plantacion de jitomates producidos bajo calor artificial
esta dado por V = 25T(1 — eX) por unidad de area de sue-
lo. Aqui T es la temperatura sostenida en grados Celsius



*36.

*37.

*38.

por encima de 10°C y x es la cantidad de fertilizante utili-
zado por unidad de &rea. El costo del fertilizante es de 50x
por unidad de area y el costo de la calefaccion es igual a
T2 por unidad de area. Determine los valores de x y T que
maximizan la utilidad de la plantacion. Calcule la utili-
dad méaxima por unidad de area.

(Agricultura) El nimero promedio de manzanas produci-
das por arbol en un huerto en que hay n arboles por acre
est4 dado por (A — an + B \/;) en donde A, « 'y B son
constantes y x es la cantidad de fertilizante utilizado por
acre. El valor de cada manzana es V y el costo por unidad
de fertilizantes es F. Determine los valores de x y n que
producen la utilidad (esto es, el valor del cultivo de manza-
nas menos el costo del fertilizante) maxima.

(Existencias 6ptimas de peces) En un lago se poblara con
dos especies de peces. Cuando hay x peces de la primera
especie y y peces de la segunda especie en el lago, los pe-
sos promedio de las dos especies al fin de la estacion son
de (3 — ax — By) librasy (4 — Bx — 2ay) libras, respec-
tivamente. Encuentre los valores de x y y que hacen que el
peso total de los peces sea maximo.

(Existencias Optimas de peces) Repita el ejercicio 37 en el
caso de que los pesos promedios de las dos especies de pe-
ces sean (5 — 2ax — By) y (3 — 2Bx — ay) libras, respec-
tivamente.

39.

40.

41.

42.

(Disefio de un tanque de agua) Un tanque ha de construir-
se con ancho x, longitud y y profundidad z, y lo bastante
grande para albergar 256 pies cubicos de liquido. Si no ten-
dra tapa, ¢qué dimensiones minimizarian el area total de
los restantes cinco lados del tanque (y por consiguiente la
cantidad de material utilizada en su construccion)?

(Medicina) La reaccion a una inyeccion de x unidades de
cierta medicina medida t horas después de la inyeccién esta
dada por y = x?(a — x)te"t. Calcule dy/dxy dy/dty en-
cuentre los valores de x y t donde la reaccién es maxima.

(Medicina) Si en el ejercicio 40 la reaccion a la medicina
estd dada por la formulay = x(a — x)t'/2e~, calcule:

a) El valor de t en el cual y es méaxima, para x fija.

b) ¢Cuales valores de x y t juntos hacen a y maxima?
(Medicina) En el tratamiento de cierta enfermedad se usan
simultaneamente dos medicamentos. La reaccion R medi-
da en unidades adecuadas para x unidades de la primera
droga y y unidades de la segunda es

R=x%2(a—2x—Yy)

Encuentre los valores de x y y que hacen a R maxima.

B 7-5 MULTIPLICADORES DE LAGRANGE (SECCION OPCIONAL)

Algunas veces afrontamos el problema de minimizar o maximizar cierta funcion su-
jeta a alguna restriccion de las variables que intervienen. Consideremos el siguien-

te ejemplo.

EJEMPLO 1 Una empresa desea construir un tanque rectangular con capacidad de
1500 pies clbicos de agua. La base y las paredes verticales deberan ser de concre-
to y la tapa de acero. Si el costo del acero es el doble por unidad de area que el del
concreto, determine las dimensiones del tanque que minimizan el costo total de

construccién.

Solucion Sean x, y y z (en pies) la longitud, el ancho y la altura del tanque rectan-

y también

X

FIGURA 15
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gular, respectivamente. (Véase la figura 15). Entonces,

Area de la base = Area de la tapa = xy

Area de las cuatro paredes = 2xz + 2yz

311



Sea p el costo del concreto por pie cuadrado. Se sigue que el costo del acero por pie
cuadrado es de 2p. El costo de construir la base y las cuatro paredes verticales con
concreto a p por unidad de area es

p(xy + 2xz + 2yz)

El costo de construir la tapa con acero a 2p por unidad de &rea es 2pxy. El costo to-
tal C es, por tanto,

C = p(xy + 2xz + 2yz) + 2pxy = p(3xy + 2xz + 2yz) 1)
El volumen de la caja debe ser de 1500 pies cubicos. Esto es,
xyz = 1500 (2)

Note que hemos de minimizar la funcion de la ecuacion (1) sujeta a la condicién de
la ecuacion (2). Resolvemos este problema usando la restriccion de la ecuacion (2)
con el proposito de eliminar una de las variables. A partir de la ecuacion (2), z =
1500/xy, y sustituyendo esta expresion de z en la ecuacion (1), obtenemos

C— p(3xy n 3000 N 3000)

y

Ahora C es una funcion de dos variables que son independientes y podemos encon-
trar su minimo en la forma ordinaria. En el caso de un maximo o un minimo,

C=p

X

<3y - 3020> = 0 bien  x?% = 1000

C, = p<3y - 3320> =0 obien xy?= 1000

Por tanto, se sigue que x2y = xy2. Dividiendo ambos lados entre xy (observe que x
y y no pueden ser cero), obtenemos x = y.

Sustituyendo y = x en x%y = 1000, obtenemos x® = 1000 o x = 10. En con-
secuencia, y = x = 10.

Es facil verificar que cuando x =y = 10, C,,, C, y A = C,C — C{ son po-
sitivas. Por consiguiente, el costo C es minimo. Cuando x = 10y y = 10, la ecua-
cién (2) implica que z = 15. Asi, para el costo minimo, las dimensiones del tanque
deberan ser de 10 pies por 10 pies por 15 pies.

En el ejemplo 1, eliminamos una de las variables (z en este caso) de la fun-
cion C valiéndonos de la ecuacion restrictiva y, luego, encontramos los puntos cri-
ticos de C. Algunas veces ocurre que no podemos resolver la ecuacion restrictiva
para alguna de las variables, de modo que ninguna de ellas puede eliminarse. Por
ejemplo, si la ecuacién restrictiva fuese x5 — 5x3y3 + 2% + 25 + 2y5 + 16 = 0, no
podemos resolver para x y y 0 z en términos de las otras variables. Por otro lado,
aunque fuera posible eliminar una variable empleando la ecuacion restrictiva, pue-
de suceder que la funcidn resultante que debe optimizarse sea muy complicada de
manejar.
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@ 18. Suponga que deseamos en-
contrar el valor minimo de f(x, y) =
X% + y? sujeto a la restriccion g(x,
y) =2x + 3y-12 = 0.

Escriba las condiciones de los mul-
tiplicadores de Lagrange para el
punto critico y resuélvalas.

Respuesta 2x — A -2 =0,
2y —A-3=0,
2x+3y—-12=0

La solucion es x = 2,

— 36
Y =13

Un método alternativo (que evita tal eliminacion) fue desarrollado por el ma-
temaético francés J.L. Lagrange (1736-1813) y se conoce como el método de multi-
plicadores de Lagrange. Suponga que nos interesa encontrar el valor extremo de la
funcién f(x, y, z) sujeta a la restriccion g(x, y, z) = 0. Entonces, construimos una
funcidn auxiliar F(x, y, z, A) definida por

F(X, Y, Z, /\) = f(X! Y, Z) - )\g(X, Y Z)

La nueva variable A (lambda) se denomina multiplicador de Lagrange.

De acuerdo con el metodo de multiplicadores de Lagrange, si (X, Yy, Z, A,) €S
un punto critico de F(x, y, z, A), entonces, (X,, Y, Z,) €S un punto critico de f(x, y, z)
sujeta a la restriccion g(x, y, z) = 0, y reciprocamente. Asi, con el objetivo de en-
contrar los puntos criticos de f(x, y, z) sujeta a la restriccion g(x, y, z) = 0, podemos
en lugar de ello hallar los puntos criticos de la funcion auxiliar F(x, y, z, A). Estos es-
tan dados por las condiciones

F,=f,— A9, =0
F,=Ff,—2g9,=0
F,=f,—Ag,=0
F,= -g=0

La Gltima ecuacion no es otra cosa que la ecuacion restrictiva dada g(x, y, z) = 0. El
método de los multiplicadores de Lagrange no indica directamente si f(x, y, z) ten-
dra un maximo, un minimo o un punto silla en el punto critico. En problemas prac-
ticos a menudo nos dejamos llevar por la intuicion al decidir si el punto critico da
un maximo o un minimo. Existe un criterio que puede aplicarse, pero es compli-
cado. @ 18

EJEMPLO 2 Resolvamos el ejemplo 1 de nuevo, esta vez por el método de multi-
plicadores de Lagrange. Teniamos la funcién

f(x,y,2) = C = p(3xy + 2yz + 22x)
y la restriccion xyz = 1500. Esta restriccion puede escribirse en la forma
g(x,y,z) = xyz — 1500 = 0
La funcion auxiliar en este caso es

Fx,y,2,A) = f(x. ¥, 2) — Ag(x, ¥, 2)
= p(3xy + 2yz + 2zx) — A(xyz — 1500)

Los puntos criticos de F estan determinados por las condiciones siguientes:

F,.=p@By +2z) —Ayz=0
F,=pBx+22) —axz=0
F,=p@2x+2y) —Axy=0
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@ 19. Utilice el método de los
multiplicadores de Lagrange para
determinar el valor minimo de
f(x,y) = xy + 2yz + 3zx sujeta a
la restriccién = xyz — 6000 = 0

Respuesta
x =20,y =30,z = 10,
fmin = 1800

y también
F, = —xyz + 1500 = 0

De las primeras tres ecuaciones, tenemos

£:3y+222§+£
p yz z .y
A X+22 3 2
—:7__4__
p Xz zZ X
£:2x+2y:g+g
p Xy Xy

Del primero y segundo valores de A/p, resulta

3 2 3
S+ ===+
z Yy 2

2 o bhien, 2
X y

de lo cual se sigue que x = y. Del segundo y tercero valores de A/p,

2
+ =

N | w

2
+ — =
X

> | N
< N

o bhien, 3 =
z

Por tanto, z = 3y/2. Sustituyendo x =y y z = 3y/2 en la expresion de F,, tenemos
—y-y- %y + 1500 =0 o bien, y3 = 1000
En consecuencia, y = 10. Por tanto,x =y = 10y z = %y =15

El punto critico de C(x, y, z) sujeto a la restriccién xyz = 1500 estd dado por
x =10y =10y x = 15, como antes. @« 19

EJEMPLO 3 (Decisiones sobre inversiones en mano de obray capital) Emplean-
do L unidades de mano de obra y K unidades de capital, una empresa puede elabo-
rar P unidades de su producto, con

P(L, K) = 50L2/3K1/3

Le cuesta a la empresa $100 por cada unidad de mano de obra y $300 por cada uni-
dad de capital empleado. La empresa dispone de una suma de $45,000 para prop6-
sitos de produccién.

a) Mediante el método de multiplicadores de Lagrange determine las unida-
des de mano de obra y de capital que la empresa deberia utilizar con el objetivo de
maximizar su produccion.

b) Demuestre que en este nivel méximo de produccion la razon de los costos
marginales de mano de obra y capital es igual a la razn de sus costos unitarios.

c) Pruebe que si se dispone de $1 adicionales para fines de produccién en es-
te nivel maximo de produccion, la empresa puede producir aproximadamente A uni-
dades extra de su producto, en donde A es el multiplicador de Lagrange. En otras
palabras, A puede interpretarse como la productividad marginal del capital.
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Solucion

a) Aqui la funcién a maximizar es
P(L, K) = 50L2/3K2/3

El costo de emplear L unidades de mano de obra a $100 cada una y K unidades de
capital a $300 cada una es de (100L + 300K) ddlares. Puesto que deseamos dispo-
ner por completo de la suma de $45,000, debemos tener que

100L + 300K = 45,000

Maximizaremos P(L, K) sujeta a esta restriccion.
La funcion auxiliar es

F(L, K, A) = 50L%/3K1/3 — A(100L + 300K — 45,000)
Para de obtener un maximo de P(L, K), debe tenerse que
F, =1L -1/3KY/3 — 100A = 0 (3)
Fy = 2L%/3K~2/3 — 3001 = 0 4)
F, = —(100L + 300K — 45,000) = 0
Resolviendo las primeras dos ecuaciones para A,
A= %L‘1/3K1/3 y A= %Lz/sK—z/s (5)
Ahora igualamos los dos valores de A.
%L‘1/3K1/3 - 1718|_2/3K—2/3
Multiplicando ambos lados por L1/3K2/3, obtenemos
K=4%L  obien, L=6K
Sustituyendo esto en la expresion de F, resulta que
600K + 300K — 45,000 = 0 o bien, K =50

Por consiguiente, L = 6K = 300 y la empresa maximiza su produccion si emplea
300 unidades de mano de obra y 50 de capital.

b) Las productividades marginales de la mano de obray del capital estan da-
das por

P = %L71/3K1/3, pK = %OLZ/:;K*Z/QS

L

En el nivel maximo de produccién, de las ecuaciones (3) y (4) tenemos

P =100r y P, =300A (6)
Por tanto,
Productividad marginal de la manodeobra _ P, _ 1001 _ 1
Productividad marginal del capital P 300p 3
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Pero,

Costo unitario de la mano de obra 100 1

Costo unitario del capital © 300 3

Asi que en el nivel de produccion méaximo, la razén de las productividades margi-
nales de mano de obra y capital es igual a la razon de las unidades de costo de la
mano de obra y de capital.

¢) En el nivel de produccion maximo, cuando L = 300 y K = 50, tenemos

dos formas de calcular A (de las ecuaciones (5)):
A
A

% (300)~1/3(50)1/% = 0.1835
1 (300)%/3(50) %/ = 0.1835

Suponga que podemos emplear AL unidades de mano de obra y AK unidades de ca-
pital con $1 extra de disponibilidad. Entonces,

100AL + 300AK =1 (7
El aumento en la produccién cuando la mano de obra se incrementa de 300 a 300 +
AL y el capital se incrementa de 50 a 50 + AK esta dado por
AP = P(300 + AL, 50 + AK) — P(300, 50)
~ P,(300, 50) - AL + P,(300, 50) - AK

Por la ecuacion (6) se sigue que en el maximo P (300, 50) = 100A y P,(300, 50) =
300A. En consecuencia, el incremento en la produccion es aproximadamente igual a

AP = 1001 AL + 300A AK = A(100 AL + 300 AK) = A

en donde usamos la ecuacion (7). Asi que un dolar extra disponible para produccién
incrementara ésta por una cantidad aproximada A = 0.1835 unidades. En otras pa-
labras, A representa la productividad marginal del dinero.

EJEMPLO 4 (Decisiones de produccién) Una compafiia puede destinar su planta
a la elaboracion de dos tipos de productos, A y B. Obtiene una utilidad de $4 por
unidad de Ay de $6 por unidad de B. Los nimeros de unidades de los dos tipos que
puede producir mediante la planta estan restringidos por la ecuacion de transforma-
cién del producto, que es

X2+y?+2x+4y—4=0

con x y y los nimeros de unidades (en miles) de A y B, respectivamente, produci-
das por semana. Halle las cantidades de cada tipo que deben producirse a fin de ma-
ximizar la utilidad.

Solucion Deseamos maximizar la utilidad P, que esta dada por
P(x,y) = 4x + 6y

(en miles de ddlares por semana). Aqui x y y estan sujetas a las restricciones

gx,y) =x2+y2+2x+4y—4=0 (8)
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@ 20. Vuelva a resolver el
ejemplo 4, si la ecuacion de
transformacion del producto es
X-2y2 +x+y=1

Respuesta x =y = 0.5

Empleando el método de los multiplicadores de Lagrange, construimos la funcion

F(x,y, A) = P(x, y) — Ag(x, )

Asi, los puntos criticos estan dados por
F,=P,—Ag, =4 - A2x+2)=0
F,=P,—Ag,=6— A2y +4)=0
F,=—0=0

Esta expresion de F, es igual que la ecuacion restrictiva dada. A partir de las ecua-
ciones para F, y Fy

A= 2 _ 3
x+1 y+2

Por consiguiente, 2(y + 2) = 3(x + 1) oy = (3x — 1)/2. Sustituyendo esto en la
ecuacion (8), obtenemos una ecuacion sélo en términos de x.

x2+<3X2_1)2+2x+4<3X2_1)—4=0

Después de simplificar, esto se reduce a 13x? + 26x — 23 = 0. A partir de la formu-
la cuadrética, encontramos las raices

6V13

x=-1=* 13
13

~ (0.664 obhien, —2.664

Por supuesto, s6lo la raiz positiva x = 0.664 tiene sentido. Con este valor de x, te-
nemos

_3x—1 _ 3(0664) — 1
2 2

Asi que los niveles de produccién éptimos son de 664 unidades por lo que res-
pecta a A 'y de 496 unidades en el caso de B por semana. La utilidad maxima es

P = 4(0.664) + 6(0.496) = 5.63

= 0.496

esto es, $5630 por semana. @ 20

El método de multiplicadores de Lagrange también puede utilizarse cuando
hay mas de una restriccion. Si f(x, y, z) ha de maximizarse o minimizarse sujeta a
las dos restricciones g,(x, y, z) = 0y g,(x, y, z) = 0, entonces, construimos la fun-
cién auxiliar F de la siguiente manera:

FoGY, 2, A, A) = f(X Y, 2) = A8,(% Y, 2) — A8,(%, Y, 2)
Luego, los puntos criticos se obtienen resolviendo las ecuaciones
F,=F,=F,=F =F =0
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I jcrCicios 7-5

(1-10) Mediante el método de multiplicadores de Lagrange,
determine los puntos criticos de f sujetos a las restricciones
dadas.

1.

2.

3.

4.

10.

11.

12.

13.

Y 2) =X+ YR+ 2

Cfx Yy, 2 =xyz;

Xy, 2) = X2+ 2y2 — 323

fxy)=x2+y%4 2x+3y=7
flx,y) =x2+y2—3xy; 2x+3y=231
Fxy)=3x+2y; x2+y2=13

fly) =2x2+ 3y?, xy = V6
2x + 3y +4z=29

Xy +yz + 2zx = 24 (xyz #0)

Cf(X Y, z,u) = X2+ 2y? — 322 + 4u?

2x — 3y +4z + 6u =73

(U, uw, x) = 3u2 — 2+ 2wW2 + X3

3u+v—2w + 4x =20

X+2y —3z2=5,
2x—3y+6z= -1

fu, v, w) = uv + vw + wu;
u—v+2w+13=0, 2u+3v—w=20

(Costos de produccion minimos) El costo de producir x
modelos regulares y y modelos de lujo del producto de una
empresa estd dado por la funcién conjunta de costo C(x, y) =
X2 + 1.5y? + 300. ;Cuéntas unidades de cada tipo deben
producirse para minimizar los costos totales, si la empresa
decide producir un total de 200 unidades?

(Costos de produccion minimos) Una empresa puede ela-
borar su producto en dos de sus plantas. El costo de produ-
cir x unidades en su primera planta y y unidades en la se-
gunda planta esta dado por la funcién conjunta de costo
C(x, y) = x2 + 2y2 + 5xy + 700. Si la empresa tiene una
orden de suministrar 500 unidades, ¢cuantas unidades de-
be producir en cada planta con el objetivo de minimizar el
costo total?

(Uso 6ptimo de capital y mano de obra) La funcién de
produccion de una empresa es P(L, K) = 80L3/“K1/4, en
donde L y K representan el nimero de unidades de mano de
obra y de capital utilizadas y P es el nimero de unidades
elaboradas del producto. Cada unidad de mano de obra tie-
ne un costo de $60 y cada unidad de capital cuesta $200 y
la empresa dispone de $40,000 destinados a produccion.

a) Aplicando el método de multiplicadores de Lagrange
determine el nimero de unidades de mano de obra y de
capital que la empresa debe emplear para obtener una
produccion maxima.
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14.

15.

16.

17.

18.

b) Demuestre que cuando la mano de obra y el capital
estan en sus niveles maximos, la razon de sus producti-
vidades marginales es igual a la raz6n de sus costos uni-
tarios.

c) En este nivel maximo de produccion, determine el in-
cremento en la produccion, si se dispone de $1 adicio-
nales destinados a produccion. Pruebe que es aproxima-
damente igual al multiplicador de Lagrange.

(Uso 6ptimo de capital y mano de obra) Repita el ejerci-
cio 13 en el caso de

P(L, K) = 800V/3L2 + 1.5K2

Los costos unitarios de la mano de obra y del capital son
de $250 y $50 y la empresa dispone de $6750 para gastar
en produccion.

(Uso 6ptimo de capital y de mano de obra) Repita el ejer-
cicio 13 si

P(L, K) = 113L + 15K + 3LK — L2 — 2K?

y los costos unitarios de la mano de obra y del capital son
de $60 y $100, respectivamente. La empresa dispone de un
presupuesto restringido de $7200 para produccion.

(Uso éptimo de capital y mano de obra) Repita el ejerci-
cio 13 en el caso de que

P(L, K) = 72L + 30K + 5LK — 2L2 — 3K2

Los costos unitarios de la mano de obra y del capital son
de $80 y $150, respectivamente. El presupuesto esta res-
tringido a $5640.

(Uso 6ptimo de capital y mano de obra) Usando L unida-
des de mano de obra y K unidades de capital, una empresa
puede elaborar P unidades de su producto, en donde P(L,
K) = 60L2/3K/3, Los costos de la mano de obra y del ca-
pital son de $64 y $108 por unidad. Suponga que la empre-
sa decide elaborar 2160 unidades de su producto.

a) Por medio del método de multiplicadores de Lagrange
halle el nimero de insumos de mano de obra y de capi-
tal que deben emplearse con el objetivo de minimizar el
costo total.

b) Demuestre que en este nivel de produccion, la razén de
costos marginales de mano de obra y de capital es igual
a la razon de sus costos unitarios.

(Uso éptimo de capital y mano de obra) Repita el ejercicio
17, si

P(L, K) = 60V5(L2 + K?)
y los costos unitarios de mano de obra y capital son de

$200 y $100, respectivamente. La empresa decide producir
4500 unidades.



19.

20.

(Inversiones) Una inversion de p délares en las cuatro in-
versiones A, B, C y D da como resultado un rendimiento

de \/B V1.2p, V1.3py V1.5p ddlares, respectivamente.

Una persona desea invertir $12,000 en estas cuatro inver-
siones. ¢Cuanto deberd invertir en cada una de ellas para
maximizar el rendimiento anual?

(Publicidad éptima) Si una empresa gasta x miles de ddla-
res en publicidad en la ciudad A, sus ventas potenciales (en
miles de délares) en tal ciudad estan dadas por 300x/(x +
10). Si gasta x miles de dolares en la ciudad B, sus ventas
potenciales (en miles de ddlares) en tal ciudad estan dadas

21.

por 500x/(x + 13.5). Si la utilidad es del 25% de las ven-
tas y la empresa dispone de una restriccion del presupuesto
de $16,500 destinados a publicidad en las dos ciudades,
¢cuénto debera gastar en cada ciudad con el objetivo de
maximizar la utilidad neta de la empresa?

(Fisica) Se tienen que construir tres esferas con materiales
en densidades 1, 2 y 3 gramos por centimetro clbico, de
modo que su peso total sea 10 gramos. Encuentre los ra-
dios de las esferas para las cuales la suma de sus tres areas
superficiales sea minima.

m 7-6 METODO DE MiNIMOS CUADRADOS

A lo largo de este libro, hemos presentado férmulas para conceptos tales como la
relacion de demanda de un producto particular, el costo de fabricar x cantidad de un
articulo, el volumen de ventas como una funcion del gasto en publicidad, funciones
de produccion, etc. Al escribir un libro de texto, se esta en la afortunada posicion de
inventar nuestros propios ejemplos de estas funciones. Sin embargo, en situaciones
reales, una empresa no puede inventar su propia funcién de costo, por ejemplo, si en
vez de ello debe determinar esta funcion a partir de observaciones de sus operacio-
nes.

En estas situaciones préacticas, por lo regular no disponemos de una formula
matematica que exprese la relacion en cuestion; lo que tenemos son ciertos datos
recabados de mediciones realizadas en el pasado. Algunas veces éstos aparecen en
el curso de las operaciones normales de la empresa y en otras ocasiones surgen co-
mo resultado de experimentacion deliberada. Por ejemplo, con el objetivo de probar
la efectividad de la publicidad, una compafiia podria realizar pruebas comparativas
en varias ciudades, cambiando el gasto en publicidad de una ciudad a otra.

Los datos medidos pueden graficarse como una serie de puntos en una grafi-
ca. Para obtener una aproximacion a la grafica completa de la relacion, se bosqueja
una curva suave que pase tan cerca como sea posible a estos datos puntuales. Por lo re-
gular, la curva que dibujamos no pasara por cada uno de estos datos puntuales, por-
que de hacerlo asi esto afectaria su suavidad. De hecho, a menudo aproximamos la
relacion dibujando la grafica como una linea recta que pase tan cerca como sea po-
sible de los puntos graficados. Consideremos el siguiente ejemplo.

Suponga que la administracion de la Compafiia Hulera del Pacifico afronta el
problema de predecir sus ventas de neumaticos en los afios venideros. Por experien-
cia saben que las ventas de neumaticos se incrementan de acuerdo con el nimero de
automaviles en circulacion. La empresa dispone de los datos de la tabla 1 recogidos
en el pasado. Si graficamos el nimero de automoviles en el eje x y las ventas de neu-
maticos en el eje y, obtenemos el conjunto de puntos que se observa en la figura 16.

Mirando con atencién estos puntos, es razonable concluir que la relacion entre
Xy 'y es casi lineal y, basandonos en esto, podemos trazar la linea recta mas cerca-
na al conjunto de puntos. (VVéase la figura 17). A pesar de que no todos los puntos
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TABLA 1

Numero de automdviles 18 18.3 18.9 19.4 19.8 20.3
(en millones)
Venta de neumaticos 40 44 52 59 67 77
(en miles)
I'ed
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caigan sobre la linea recta, la linea aproxima los datos observados bastante bien. Es-
ta linea puede utilizarse con el objetivo de predecir ventas futuras de neumaéticos, si
la administracion de la empresa dispone de alguna estimacion del nimero de auto-
moviles que circularan en afos futuros.

Dibujar una linea a 0jo no es objetivo, en el sentido de que es posible trazar
otra linea que parezca ajustarse al conjunto de puntos o que sea mucho mejor que la
dibujada. Lo que se necesita es algln criterio objetivo para decidir sobre la linea rec-
ta particular que se ajuste mejor a los puntos observados. Tal criterio lo proporcio-
na el método de minimos cuadrados.

Supongamos que hay n datos observados que se grafican como una sucesion
de puntos (X;, y,), (X ¥,), -+, (X, Y,) en el plano xy. Buscaremos la linea recta que,
en cierto sentido, estad méas cerca a estos puntos.

Sea la ecuacion de la linea recta que mejor se ajusta a los n puntos dados

y=ax+b Q)

con ay b constantes. Nuestro proposito es determinar a y b, los cuales ajustaran la
linea recta. Cuando x = x;, el valor observado de y es y;; sin embargo, el valor *co-
rrecto” es ax, + b, obtenido reemplazando x = x; en la ecuacion (1).

El error en el valor y; es igual a la diferencia y, — (ax; + b) entre el valor ob-
servado y el valor tedrico de y. (Véase la figura 18). El error cuadrado se define
por (y, — ax; — b)2 Entonces, el error cuadrado medio, E, se define como el pro-
medio de todos los errores cuadrados. Esto es,

1
E= o [(y, —ax, — b)> + (y, — ax, = b)? + - + (y, — ax, — b)?]

Asi que al calcular E, determinamos el error cuadrado de cada punto individual, su-
mamos éstos para los n puntos y luego dividimos entre n.

FIGURA 18
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Por supuesto, no podemos calcular E todavia, dado que no conocemos los va-
lores de las constantes a y b. De acuerdo con el método de minimos cuadrados, lo
que debemos hacer es elegir a y b de tal manera que se miniminice E. Condiciones
necesarias para esto son que las dos derivadas parciales JE/dJay JE/db sean cero.

JE J 1
=l @ b (g, — ax, — b)]

1
= [2(y, — ax; = b)(—x) + - - - + 2(y, — ax, — b)(—x))]
2
= [(—xy, + ax2 + bx) + - - - + (—xy, + ax? + bx )]
=%[a(x§+ax§+---+xﬁ)+b(x1+x2+---+xn)

_(lel + ZZyZ + Xnyn)]

y asimismo

JoE J 1
= L0 @ ~ bR (g, — ax, ~ b)]

2%[2(y1—ax1— b)(—=1) + - - - + 2(y, — ax, — b)(—1)]
=%[a(x1+x2+~-~+xn)+nb—(y1+y2+~-~+yn)]

Por consiguiente, igualando estas dos derivadas a cero, obtenemos las siguientes dos
ecuaciones:

a2+ xa+ -+ X)) +b(X, X+ -+ X)

=Xy, T Xy, + XY
ax, +x,+---+x)+nb=(y +y,+---+y)

Estas ecuaciones forman un par de ecuaciones lineales simultineas con incdg-
nitas a 'y b y pueden resolverse en la forma ordinaria. Una vez que se han calculado
ay b, la mejor linea recta a través de los datos puntuales dados tiene la ecuacién
y=ax +b.

Determinemos la ecuacién de la mejor linea recta a través de los datos pun-
tuales de la Compafiia Hulera del Pacifico. Si x denota el nimero de automoéviles
(en millones) en circulacion y y el nimero de ventas de neumaticos (en miles) de la
compafiia, entonces, tenemos los datos dados en la tabla 2.

Cuando usamos el método de minimos cuadrados, conviene elaborar una ta-
bla como la que se ilustra en la tabla 3. En las cuatro columnas de la tabla, se listan
los valores de x;, y, X2y x;y, para cada punto. Luego, se suman las columnas. En es-
te caso, tenemos
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@ 21. Determine la ecuacion
para ay b para los siguientes

TABLA 2

tres pares de datos y de aqui X 18.0 18.3 18.9 19.4 19.8 20.3
dgtermine la recta que mejor v 40 a4 52 59 67 77
ajuste estos datos.
X 1 2 3
y 5 4 2
TABLA 3
X Yi X XY
18.0 40 324.00 720.0
18.3 44 334.89 805.2
18.9 52 357.21 982.8
194 59 376.36 1144.6
19.8 67 392.04 1326.6
20.3 77 412.09 1563.1
114.7 339 2196.59 6542.3

Respuesta 14a + 6b = 19,

6a+3b=11, y=—-3x+2

en este caso,

X, + X, 4+ =1147
y, +y,+---=2339
X2+ x5+ -+ - =2196.59

XY, + Xy, + -+ - = 65423,

Ademas, tenemos 6 datos puntuales y asi n = 6. Las constantes a y b estan dadas
por

a2+ X34+ ) bX X+ ) =Xy, XY, T
ax, +x,+--)+nb=y +y,+---
Esto es,
2196.59a + 114.7b = 6542.3
114.7a + 6b = 339
Resolviendo estas dos ecuaciones, obtenemos
a=1538 y b= —246

Asi que la mejor linea recta a través de los datos puntuales dados tiene la siguiente
ecuacion:

y =158x — 246 @ 21

Como un ejemplo de la manera en que este resultado puede utilizarse, supon-
gamos que el gobierno predice que el nimero de automaoviles en circulacion el afio
préximo sera de 22.3 millones. Entonces la Compafiia Hulera del Pacifico puede es-
timar que sus ventas de neumaticos seran (en miles)
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@& 22. Sj estudio la seccién 7.5,
reescriba las ecuaciones paraay b
utilizando la notacién sigma.

Respuesta

n n

az Xi2+ bi Xi:Z Xiyiv
i i=1 i

=1 i=1

M:

n
a xi+nb=_zlyi
&

i=1

(15.8)(22.3) — 246 = 106

Sin mucha dificultad puede demostrarse que ¢?E/da? > 0, E/db?> > 0,y
(con ligeramente mas dificultad) que

PE  PE PE \2
AZW'W‘(&a&b) >0

de modo que los valores de a y b encontrados haciendo JE/da = JE/db = 0 en rea-
lidad corresponden a un minimo de E.

Vale la pena mencionar que el método de minimos cuadrados no se limita a
ajustar mejores lineas rectas, sino que puede extenderse a muchos tipos de curvas.
Por ejemplo, se utiliza a menudo en el ajuste de una funcién polinomial a un con-
junto de datos puntuales. (Como ilustracion véase el ejercicio 33 de los problemas
de repaso). @ 22

I jcrcicios 7-6

(1-4) Mediante el método de minimos cuadrados determine la TABLA 4
mejor linea recta a través de los siguientes conjuntos de datos.
Semana nimero (x) 1 2 3 4 5 6
L Unidades vendidas (y) | 20 24 28 33 35 39
X 2 3 5 6 9 12
y 3 4 6 5 7 8 6. (Utilidades y publicidad) Una empresa descubre que sus
utilidades netas se incrementan al aumentar la cantidad gas-
2 tada en la publicidad del producto. La empresa dispone de
' los registros dados en la tabla 5.
X 3 4 5 6 7 8
TABLA 5
y 0.7 1.9 2.1 25 34 45
Gasto en publicidad (x) | 10 11 123 135 15
3. (miles de dolares)
X 0 1 2 3 Utilidades netas (y) 50 63 68 73 75
(miles de dolares)
y 1 15 2.5 3
a) Determine la ecuacion de la linea recta que mejor se
4. ajuste a los datos.
X 2 3 4 5 6 b) Estime el dinero que deberia gastarse en publicidad para
y 2 4 35 5 65 obtener una utilidad neta de $80,000.

5. (Crecimiento de ventas) Una tienda por departamentos ad-

7. (Curva de demanda) Una empresa trata de determinar la
curva de demanda de su producto. Vende el producto en va-

vierte que la tendencia de las ventas de una nueva rasurado-
ra eléctrica es como se da en la tabla 4. Halle la ecuacion
de la linea recta que mejor se ajuste a los datos.
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rias ciudades a diferentes precios y determina el volumen
de ventas. Después de un mes, se obtienen los datos mos-
trados en la tabla 6.

a) Determine la linea que mejor ajusta los datos.



TABLA 6

Precio (p) 2 225 250 275 290
(dolares)

Volumen 300 290 270 230 200
de ventas (x)

b) Mediante la curva de demanda de la parte a) determine
el volumen de ventas si el precio es de $3.

c) Utilizando el resultado de la parte a) determine el precio
que maximiza el ingreso mensual.

8. (Utilidad y nivel de produccién) EIl nivel de produccion y
las utilidades de cierta empresa en afios recientes aparecen
en la tabla 7.

TABLA 7

Produccion (x) 40 47 55 70 90 100
(miles de unidades)

Utilidades (y) 32 34 43 54 72 8

(miles de dolares)

a) Determine la ecuacion de la recta que mejor ajusta los
datos.

b) Estime las utilidades cuando el nivel de produccion se
incremento a 120 mil unidades.

9

10.

11.

. (Ventas y comerciales por TV) Una empresa de mercadotec-
nia desea determinar el efecto de los comerciales por tele-
vision en las ventas de cierto producto. La empresa se
retroalimenta de 6 grandes ciudades como se aprecia en la
tabla 8. Halle la ecuacion de la recta que mejor ajusta los
datos. Estime el volumen de ventas que resultaria de 24 co-
merciales.

(Volumen de ventas y comisiones) Las comisiones de ven-
tas pagadas y el volumen de ventas en 7 surcursales de una
gran cadena de tiendas en afios recientes fueron como se
aprecia en la tabla 9. Determine la ecuacion de la recta que
mejor se ajuste a los datos.

(Crecimiento del PNB) Promedios sobre cuatrienios del
producto nacional bruto (PNB) de cierto pais, se dan en mi-
les de millones de ddlares en la tabla 10. Determine la ecua-
cién de la recta que mejor se ajusta a los datos. Estime el
PNB para 1980.

TABLA 10

Afio (x) (1956 1960 1964 1968 1972 1976

PNB(y) [453 562 691 862 1054 1310

12

. (Agricultura) La produccién promedio y en bushels de maiz
por acre en Estados Unidos varia de un afio a otro. En la
tabla 11 se dan los valores correspondientes al periodo
1960-1971, en los cuales t denota la fecha empezando con
t = 0 en 1960 e incrementandose hastat = 11 en 1971. De-

TABLA 8
Ciudad A B C D E F
NUmero de comerciales (x) 10 12 15 20 18 21
Ventas (y) (cientos) 40 45 56 68 67 70
TABLA 9
Tienda 1 2 3 4 5 6 7
Comisiones (x) (miles de délares) 372 453 805 564 672 746 627
Ventas (y) (cientos de miles de délares) 4.3 51 7.9 5.4 71 72 65
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TABLA 11

72 80 79 87 83 88

muestre que durante este periodo, una ecuacion lineal de la
formay = at + b ajusta estos datos bastante bien y deter-
mine los valores de a 'y b.

13. (Epidemia) Durante el periodo de propagacion de cierto
brote de colera, el nimero de casos nuevos (y) en dias su-
cesivos se dan en la siguiente tabla (x denota el dia en cues-
tion). Encuentre la mejor linea recta que pasa por estos pun-
tos y Usela para predecir cuantos casos nuevos brotaran en
los dias 6 y 7. (Este método de prediccion se llama extra-
polacion lineal).

TABLA 13
X 1955 1960 1965 1970 1975
y 30°N 35°N 38°N 42°N  45°N

TABLA 12
X 1 2 3 4 5
y 6 7 10 12 15

14. (Entomologia) Cierta especie de insectos esta extendiendo
su habitat gradualmente en la direccion norte. La siguiente
tabla da la latitud y mas al norte en la cual se ha encontra-
do al insecto durante el afio x.

Encuentre la mejor linea recta que pasa por estos puntos y
Usela para predecir cuando el insecto llegara a la latitud
49°N.

15. (Quimica-fisica) La cantidad maxima y de cierta sustancia
que se disolvera en 1 litro de agua depende de la tempera-
tura T. Se obtienen los siguientes resultados experimenta-
les. Determine la recta que ajuste mejor a estos datos.

TABLA 14

T (°C): 10 20 30 40 50 60
y(gramos) | 120 132 142 155 169 179

B ::r/50 DEL CAPITULO 7

Términos, simbolos y conceptos importantes

7.1 Funciones de dos (0 mas) variables, dominio, rango.
Coordenadas en tres dimensiones; ejes x, y y z
Gréfica de una funcion z = f(x, y)

Linea de contorno (curva de nivel). Seccion vertical.

(3

Iy

Derivadas parciales de segundo orden;
e R
;e N2 oaxay Y X

Notacion: z

7.2 Derivadas parciales; %

w0 Zyp 2y O

Fo YD fry) foxy)
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7.3 Funcién de produccion, factores de insumo de produc-
cion.
Productividad marginal de capital y de mano de obra.
Productos competitivos y complementarios.
Elasticidad cruzada de la demanda.

7.4 Méaximo local y minimo local para un funcién de dos va-
riables.
Punto silla. Prueba de la A

7.5 Restriccion. Multiplicadores de Lagrange.
Productividad marginal del capital.

7.6 Meétodo de minimos cuadrados. Error cuadratico medio.

FOI mulaS
Jz 3 / X AX: / ’ [ r
X !)I(—)O ( Ay))( (X y) x(xl y)l



gz _ o fy+Ay) = fxy)

e lLo T [= 7yl
Fz Pz

XA Iy X

flx, + Ax, y, + Ay) =
T (o Yo) + (%o Yo) AX + (X5, ¥o) Ay
Punto critico cuando f es diferenciable:
T ¥o) = 0, fy(XO’ Yo) =0
Prueba de la Ar Ax,y) = f(xy) - f(xy) = [fy(x V)P

Sifx<0,f,<0yAZ>0,el punto critico es un maximo local
Sifx>0,f,>0yA>0,el punto critico es un minimo local
Si A < 0, el punto critico es un punto silla

Método de minimos cuadrados: y = ax + b
a?+x3+ -+ x)+bx, X, + - +x)

= (XY, T XY, + -+ XY
ax, +x,+---+x)+tnb=(, +ty,+:--+vy)

B R0BIEMAS DE REPASO DEL CAPITULO 7

1. Establezca la veracidad o falsedad de cada una de las si-
guientes proposiciones. Cada enunciado falso cambielo
por una proposicién verdadera correspondiente.

a) En tres dimensiones, la coordenada y es cero en el eje y.
b) En tres dimensiones, x = 0y y = 0 en el plano xy.

c¢) El rango de una funcién z = f(x, y) son lo valores de z
para los cuales f es un nimero real.

d) El dominio de la funcién f(x, y) = Vx%2 + y? + 1 es el
conjunto de todos los nimeros reales.

e) Las curvas de nivel de la funcion f(x, y) = 2x? + 5y?

son elipses.
. _ ?h(x,y)
f) Sih(x,y) = f(x) + g(y), entonces 7axay =0
*h(x, y)

g) Sih(x,y) = f(x) + g(y), entonces P2y =0

h) Siz = g(x, y) y dz/dy = 0, entonces, z es independien-
te de y y se puede escribir z = h(x), una funcion que s6-
lo depende de x.

i) Sitodas las derivadas parciales de f(x, y) existen, enton-
ces,
M(x,y)  9*(xy)
ox20y2 ~  oy%ox?
j) Si f(x, y) es diferenciable en el punto (a, b) y tiene un
minimo local en este punto, entonces, f(a, b) = fy(a,
b) = 0.

k) Si (a, b) es un punto critico de f(x, y) y f, fyy son posi-
tivas en (a, b), entonces, en (a, b) se alcanza un minimo

local de f(x, y).

) S 632 + In(y) = 30y

aZ
m) a (10xy? + In(y)) = 0

n) La recta obtenida por el método de minimos cuadrados
debe pasar por, al menos, dos de estos puntos.

0) Si se tienen dos puntos de datos, entonces, la recta ob-
tenida por el método de minimos cuadrados pasa por
ambos puntos.

p) Un punto silla de f(x, y), es un punto critico tal que A(x,
y) <0

g) Los puntos criticos de la funcién f(x, y) = x2 — y2, su-
jeta a los puntos en la elipse x2 + 4y? = 4 pueden obte-
nerse encontrando los puntos criticos de la funcién

FOGY, A) = X2 — y2 — A(X® + 4y? — 4)

(2-5) Determine el dominio de cada una de las siguientes fun-
ciones.

2 2=V T ap 12
Ve —y

47— In(x)

. r—x
5.w=VI_x_y 2

(6-9) Evalle 90z/0x, 9z/dy, d?z/oxdy y 02z/ox? para las siguientes
funciones.

*3. 2=

6.z2=x2—y2

1.2=¢e%
X2 4L 2
8.z2= y
Xy
9. In(x2 + y4)
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

Demuestre que si v = f(x —y, y — z, z — Xx), entonces

oV oV oV 0

x oy T T
(Costo de una lata) En el problema 27 de la seccion 7.1,
se determind que el costo de una lata cilindrica de radio r
y altura h tiene un costo C(r, h) = 4ar(r + h), si el mate-
rial con que se produce tiene un costo de $2 por unidad de
area. ¢ Qué interpretacion tiene la curva de nivel C(r, h) =
100, para r y h positivos?

(Demandas marginales) Suponga que las funciones de de-
manda para los dos productos A y B son

X, = 30 — pA + 5pg; X, = 40 + 3p, — 6p,

Determine las cuatro funciones de demanda marginal e
investigue si los productos A y B son competitivos o com-
plementarios.

(Elasticidad) La demanda x, de un producto A esta dada
por

X, = 50V p,py

en donde p, es el precio por unidad de A y p; es el precio
por unidad del producto relacionado B.

oX, oX,
+
op, Py opg
b) Calcule las elasticidades de la demanda M Y My Y €VA-
IUe su suma.

a) Demuestre que p, =X,

(Utilidades marginales) La utilidad por acre de cierto cul-
tivo de hortaliza se determina que esta dada por

P = 30L + 6S + 25F — 2L2 — 252 — F2 — 35F

en donde L es el costo de la mano de obra, S es el costo de
la siembra y F es el costo de fertilizantes. Determine
dP/dL, dP/dS y oP/dF. Evalle cada unacuando L = 5, S =
1yF=1.

(Costos marginales) Un monopolista determina que las
funciones de demanda de sus dos productos A y B dadas
por

X, =3 —p, + 0.2p,, x; =5+ 0.3p, — 2p,
La funcion conjunta de costo esta dada por
C = x%, + X% — X,Xg

Calcule 0C/dp, y dC/dp,. ¢Cuél es el significado de estas
derivadas?

(16-20) Determine los maximos y minimos locales de las si-
guientes funciones.

16.

17.

18.

f(x, y) = 10 + 3xy + 6y — 2x2 — 4y?
2
gu,v) =u?—-2u+ VT+1O

2 4
h(s,t):st+?+T - 20
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19.
20.
21.

22.

*23.

*24.

F(u, v) = 2u* — u? + 3v2 + 11

t 8
G(s, t) = P 25 + §t3
(Fisiologia) Cuando hay viento, en un dia frio, una perso-
na puede sentir mas frio que cuando el viento esta en cal-
ma; esto se debe a que la razon de la pérdida del calor es
una funcion de la temperatura y de la velocidad del viento.
La ecuacion

H = (10.45 + 10Vw — w)(33 — 1)

modela la razon de pérdida de calor H (en kilocalorias por
metro cuadrado por hora) cuando la temperatura del aire es
t (en grados centigrados) y la velocidad del viento es w (en
metros por segundo).

a) Evaluar Hcuandot=0yw =15
b) Calcular oH/ow y oH/dt parat =0y w =5
c) Interprete el resultado de la parte anterior

d) Cuandot=0yw = 5, ;qué tiene mas influencia en H:
un cambio de 1 m/s en la velocidad del viento 0 1°C en
la temperatura?

(Uso 6ptimo de mano de obra y publicidad) Las utilidades
anuales (en dolares) de una empresa prestadora de servi-
cios estan dadas por

P(x, y) = 200x + 300y + 2xy — x2 — 2y? — 5000

donde x es el nimero de trabajadores y y el nimero de ve-
ces que la empresa se promociona.

a) Determine los valores de x y y que maximizan las utili-
dades anuales de la empresa. ¢ Cudles son las utilidades
anuales maximas?

b) Los trabajadores reciben un salario de $15,000 anuales
y el costo de publicidad es de $1,000 por cada anuncio.
El capital que se trabaja es tal que un gasto de $400,000
se realiza en mano de obra y publicidad. Determine los
valores de x y y que generan la utilidad maxima.

(Uso optimo de mano de obra y capital) Por medio de L
unidades de mano de obra y K unidades de capital, una em-
presa puede elaborar P(L, K) unidades de su producto. Los
costos unitarios de mano de obra y de capital son p y q do-
lares, respectivamente. La empresa tiene una restriccion en
el presupuesto de C dolares.

a) Usando el método de multiplicadores de Lagrange, de-
muestre que en el nivel de produccién maximo, la razén
de las productividades marginales de mano de obray de
capital es igual a la razén de sus costos unitarios.

b) Compruebe que la empresa puede elaborar A unidades
extra de su producto, si se dispone de $1 extra en este
nivel de produccién maximo, en donde A es el multipli-
cador de Lagrange.

(Uso 6ptimo de mano de obra y capital) Cuando se em-
plean L unidades de mano de obra y K unidades de capital,



25.

26.

27.

28.

*29.

la produccién de una empresa esta dada por P(L, K). El
costo unitario de la mano de obra y del capital son de a 'y
b ddlares, respectivamente. Suponga que la empresa deci-
de elaborar P, unidades de su producto, la combinacion de
mano de obra y capital abate el costo de estas unidades a
un minimo. Pruebe que la razén de las productividades
marginales de mano de obra y capital es igual a la raz6n de
Sus costos unitarios.

(Uso 6ptimo de materias primas) Una empresa emplea dos
tipos de materias primas, A y B, en la elaboracién de su
producto. Usando x unidades de A y y unidades de B, la
empresa puede elaborar T unidades de su producto, en
donde

T(x, y) = 80x + 300y + 2xy — 3x2 — 4y?

a) ¢Cuantas unidades de cada materia prima debera utili-
zar la empresa para maximizar su produccion? ;Cual es
la produccién maxima?

b) Sia laempresa le cuesta $9 cada unidad de materia pri-
ma Ay $12 cada unidad de materia prima B y la empre-
sa puede vender todo lo que produce en $15 por unidad,
¢qué cantidades de A y B maximizarian las utilidades
de la empresa?

(Uso dptimo de capital y mano de obra) Si se emplean L
unidades de mano de obra y K unidades de capital, una em-
presa puede elaborar P unidades de su producto, en donde

P(L, K) = 60L23K13

Los costos de la mano de obra y del capital son de $50 y
$90 por unidad. Suponga que la empresa decide elaborar
2000 unidades de su producto. Por medio del método de
multiplicadores de Lagrange determine el nimero de insu-
mos de mano de obra y de capital que deben emplearse con
el objetivo de minimizar el costo total.

(Produccion méaxima) Si se utilizan L unidades de mano de
obra y K unidades de capital, la produccion semanal total
de una empresa estd dada por P(L, K) = 18K + 24L +
2KL — 4K? — L2,

Determine el nimero de unidades de mano de obra y de ca-
pital que la empresa debe utilizar con el objetivo de maxi-
mizar su produccion.

(Medicina) En el tratamiento de cierta enfermedad se utili-
zan de forma simultanea dos medicamentos. La reaccion R
medida en las unidades adecuadas para x unidades del pri-
mer medicamento y y unidades del segundo es

R(X,y) = 30 + 2x + 6y — x2 — 2y?
Determine los valores de x y y que hacen maxima la reac-
cion, R.

(Difusion) ElI modelo de ecuacion del ejercicio 48 de la
seccion 7-2 para la difusion de una sustancia a través del
torrente sanguineo no toma en cuenta el arrastre debido al

30.

movimiento de la sangre. Una ecuacién mas adecuada pa-
ra ello es

C
C(X, t) = W e—(x — vt)2/at

donde v es la velocidad de la sangre. Muestre que para es-
ta ecuacion se cumple
oC a 0%C aC
AR
(Nota: Este ejercicio tiene una mayor grado de dificultad
que los anteriores).

(Zoologia) En un experimento se midio la longitud L de
cierto tipo de insecto, para varios insectos de diferentes
edades. Los resultados se dan en la tabla 15, L esta en cen-
timetros y la edad E en dias. Muestre que los datos coinci-
den aproximadamente con la relacién lineal L = mE + b,
y determine las constantes m y b.

TABLA 15
E| 20 25 30 33 38 40 42 46 53 58 60
L |0.90 1.00 1.20 1.16 1.25 1.32 1.36 1.38 1.54 1.67 1.72

31

. (Poblacién) De acuerdo con la Oficina de Censos de Esta-

dos Unidos, el total de miles de millones de ddlares que
importd Estados Unidos de México para cada afio de 1996
a 2002 se proporciona en la tabla 16. Determine la recta
que mejor ajuste los datos dados. Utilicela para estimar el
monto de las importaciones para el afio 2003. Compare su
resultado con el valor proporcionado por la misma fuente.
Haga x = 0 para 1996, x = 1 para 1997, etcétera.

TABLA 16

Afio 1996 1997 1998 1999 2000 2001 2002

Monto imp. (y)

74.3 859 94.6 109.7 135.9 131.3 134.6

32

. (Mano de obra) En la tabla 17 se muestra como el porcen-

taje de mujeres en la mano de obra, en Estados Unidos, ha
cambiado desde 1955 a 1995. Determine la recta de mini-
mos cuadrados y utilice ésta para estimar el porcentaje en
1996; compare su resultado con el valor real que fue de
50.3%. Haga x = 0 para 1955, x = 5 para 1960, etcétera.

TABLA 17

Ano

1955 1960 1965 1970 1975 1980 1985 1990 1995

Porcentaje
(%)
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35.70 37.70 39.30 43.30 46.30 51.50 54.50 57.50 58.90




33. (Minimos cuadrados para funciones cuadraticas) A un Plantee tres ecuaciones igualando a cero las derivadas par-

conjunto de datos experimentales {(x;, y;)} se requiere ajus- ciales dE/da, dE/db y dE/dc. Con base en estas ecuaciones,
tar una funcion cuadraticay = ax? + bx + c. Definimos el determine los valores de a, by ¢ en el caso de los datos da-
error cuadratico medio como dos en la tabla 18.
1
E= ?[(yl — ax?, — bx, — c)? TABLA 17
Hy, —axd — b — e+ x | 0 1 2 3 4
+Hy, — &, = bx, = ¢)2] y | 99 82 61 37 24
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CASO DE ESTUDIO

DECISION SOBRE PRODUCCION

Al inicio del capitulo se present6 el problema de decidir sobre
el nivel de produccion de dos tipos de jabones. Recuerde que:

El ingreso que se obtiene por la produccién y venta de X,
cientos de cajas de jabdn de tocador esta dado por

I, =x,p; = x,(80 — 3x))
mientras que el ingreso por la produccion y venta de x, cientos
de cajas de jabon para cuerpo se obtiene mediante
1, = X,p, = X,(90 — 5x,)
Por tanto, el ingreso total sera
I = x,(80 — 3x)) + X,(90 — 5x,)
Asi que la ganancia que se obtiene por la produccion y
venta de ambos articulos es
P(X,, X;) = l; = C(X,, X;) = X,(80 — 3x;) + X,(90 — 5%,) —
(12x, + 8x, + 4x)x,)

La siguiente grafica muestra las curvas de nivel de la fun-
cién de ganancia, las regiones mas claras son de valores mayo-
res de la funcion y las regiones con sombreado méas obscuro
tienen valores menores de la funcion.

10 F

La gréfica anterior muestra que aparentemente existe un
valor maximo en el rectangulo [5, 10] X [4, 6]. La siguiente
grafica muestra las curvas de nivel en este rectangulo.

L

10

De acuerdo con las gréaficas anteriores, parece que existe
un valor maximo para calcular de manera analitica el punto 6p-
timo, como se aprendid en este capitulo, primero se procede a
obtener los puntos criticos de la funcion mediante el calculo de
las primeras derivadas parciales.

IP(x,, X,)

T =68 — 6x, — 4x,
aP(x,, X,)

—ax2 =82 — 4x, — 10x,

Por el teorema 1, de este capitulo, si P(x,, x,) tiene un ma-
ximo (o minimo) local en el punto (x,, X,) s necesario que

oP(x, %) IP(x;, %)
x0Tk, 0
Al resolver el sistema
6x, + 4x, = 68

4x, + 10x, = 82
se obtiene
X, =8yXx,=5
Aplicando el teorema 2, para determinar si se trata de un
maximo local se calcula
9?P(X,, X,)
ox2

_ PP(X;, X))
= —6, Y =-10
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PP(x, %)
Y ook,
Puesto que,
0?P(8,5)
g 9?P(8,5) 0d%P(8,5) %P8, 5) |?
_ 0°P(8,5 , B ,
MBS =50 o [ %, ]

A(8,5) = (—6)(—10) — (-4)?=60-16 >0

entonces, la funcion tiene un maximo local en (8, 5). Con lo
cual el problema de Alejandro se resuelve produciendo 800 ca-
jas de jabon de tocador y 500 cajas de jabon para bafio, con lo
cual tendra una utilidad maxima de $477,000.

Ahora bien, como se comenté en capitulos anteriores, la
solucién del problema es importante pero tanto 0 mas es anali-
zar la sensibilidad de los resultados y el efecto que tienen en
ella cambios en las condiciones iniciales del problema. Por
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ejemplo, que sucede si los precios satisfacen
p, = 85— 4x, y p, = 120 — 6x,

en vez de las relaciones dadas al inicio. Trate de resolver el
nuevo problema.

O bien, si las relaciones de demanda son

X, = 100 — 4p2, + 5p, y x, = 150 — 6p, + 3p,

Ahora resuelva el problema con estas condiciones.

O, finalmente, qué sucede si debido a restricciones de la
produccidn solo se pueden producir un maximo de 1100 cajas
de jabon, entre los dos tipos de ellos. Con las condiciones ini-

ciales del problema, resuelva el problema considerando esta
restriccion.



estandar

APENDICE I

Tabla de derivadas

I. Formulas basicas

1.

2.

La derivada de una constante es cero.

Para cualquier contante c, %[cf )] = cf' (%)

%[f(x) = g()] = F()g'(x) + 9(9f"(x)
i(f (X)> _ 909f" () — F(g'(X)

dx\g(x) [9(x)]?
Siy = f(u) y u = g(x) entonces,

dy _dy du

dx du dx
0 hien

%(f 90D = fI9(] - g'(x)
d ny — n—
. a(x ) = nx"~1

Funciones exponenciales y logaritmicas

d o =
dX(e) e

A = ax
dx(a) a*lna

d iy = L
a(lnx)—x

d _1 _
a(loga X) = - log, e =

xIna

—Férmula del producto

—Faérmula del cociente

—Regla de la cadena

—Regla de la cadena
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APENDICE I I

Tabla de integrales

Observacion En toda integral, se omite la constante de integracion y el lector debera agregarla.

Algunas férmulas fundamentales

L[ 109 = 9091 dx = [ 709 ox = [ g6 ax

2 [ero ax=c [ 1 ox

3. [ flolg () dx = [ f@du  donde =g
2. f reoat9 ax = 100 [ 909 0 £ [ e x| o

Integrandos racionales que incluyen (ax + b)

(ax + byt

a(n + 1) (n#-1)

5. [ (ax + b ox =

1
-1 = —
6.f(ax+b) dx aln|ax+b|

ax+b b
n+2 n+1

7. [ x(ax + by ax = é(ax + b)"+1[ ] ("% —1,-2)

14 _ X _ b
8. [ x(ax+b) tox =X - Dinfax + bl

1 b
-2 —
9.jx(ax+b) dx —az[ln|ax+b|+ax+b]

X 1|1
10. jax+bdX=g[§(aX+b)2—2b(aX+b)+b2In|ax+b|]
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b2
11. f(aX+b)2 |:aX+b_m_2b|n|aX+b|:|
1 1 X
12.f7X(aX+b)dx_E|n —aHb‘ (b # 0)
1 _ 1 a |a+b
13.fmdx_ S+ ‘ (b + 0)
1 _ 1 1 lax+b
14'fx(ax+b)2dx_b(ax+b) bz " ’ (b#0)
1 _ 1 cx +d _
o (ax+b)(cx+d)dx_bc—adnax+b’ (be —ad #0)
X __1 b _d
16. (ax+b)(cx+d)dx_bc—ad[aln|ax+b| CIn|cx+d|]
(bc — ad # 0)
1 _ 1 1 c cx +d
17'f(ax+b)2(cx+d)dx_bc—ad[aerb-’_bc—ad ax+bH
(bc — ad # 0)
X 1 b d cx +d
18 (ax + b)?(cx + d) dx = bc — ad[a(ax+ b) * bc — ad ax +b H
(bc — ad # 0)

Integrales que contienen Vax + b

19. fx\/— dx = [(ax —;b)S/z b(ax ;_ b)3/2]

712 5/2 2 3/2
20. fx2Vax +bdx = {(ax J;b) 2b(ax5+ b) + b (aX; b) ]

2ax —4b
21. J \/ax—+ dx 3@z V& +b
1 Vax+b—Vb
23 J 1 dx = — 1 Vax+b (2n—3)a 1 dx
“JyVax+b . b(n—1)  xnt (2n —2)b J x-1Vax +b

(n#1)

24, f Vax+b dx =2Vax+b +bf ﬁ dx  (véase 22)
X

Vax + b _Vax+b ,
25. | ==~ dx= + = 22
s | e e e o (e
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Integrales que contienen a2 * x?

1 1, |x+a
JaZ_XZ 2a X —a
1 X 1 X+ a
J(aZ_XZ)Z 2a2(a2_X2) 4a3 X — a
X 1
= — 2 2
28. fazixde—izln a? £ x
1 1 X2
28 [ e % e
Integrales que contienen Va2 — x?
X
30. fﬁdx:_\/ﬂ
[ g—Lip|arVEE
. xVa? — x? a X
2 [ _ Na-x
S ox2Var - x2 a2x
! 1 x
% [ G e Ve
X !
“ | e e
3. [ dx= 11 la+Va-x
) x(a2 — x2)32 a2Va—x2  a <
36J’;X:i[_m+ X ]
. Xz(az — X2)3/2 at X \/az — %2
37. JX\/(:IZ—X2 dx = —1(a? — x?)32
2 _ w2 + >
38. f@dpm_a.n @

39. J x(a? — x2)¥2 dx = —L(a? — x?)52

2 _ y2)3/2 2 — y2)312
s0. [ X g @O | e ain

X

a+Va?—x?
X

41. an(aZ — X2)3/2 dx = - _:lL— 1 Xn+1(a2 — X2)3/2 + 3 fxn+2\/a2 — X2 dx

n+1
(n#-1)
2 —
42 jxn\/az — X2 dX —_ Xn—l(aZ _ X2)3/2 + M Xn—2 \/az _ X2 dX
n+2 n+2
(n#-2)
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In

43

44

45

4

[op]

47.

48.

49

50

51

52.

53

54

55.

56

57.

58.

59.

60

61

tegrales que contienen Vx? * a2
1
. fﬁdXZh’] |X+ \/XZ‘_"a2|
X
. fﬁdXZ VX2 + a2
X2 1 1
. fmdx=5x xziaZIEazln |X+ VXZia2|
f 1 dx— — L |2 Vet
") xVx2 + a? a X
J 1 dx _Vx2+a?
Y :_'_7
X2\V/x2 + a2 ax

fil d — +i#

(X2 + a2)3”2 X= a2 Vx2 + a2
[ am

ez YT Ve a

X2 X
- N 2 2
.J(XZiaz)Slzdx— riaz+In|x+Vx ia|

[P I S S
) ox(e + a2y Tl Ve +a ) xVee+al

J 1 _ i vxexa? n X
X3(x2 + a2)3? T X V2 + a2

[t il x 1 ¥

: (2 + a2)5/2 X = adlVvx+az 3 (2 + a2)3”
LIV

C (2 x @) X= 3 (X2 + a?)¥n2

J X2 dx = + 1 x3
(2 + a?)s? X== 3a2 (X2 + a?)¥”?

(véase 46)

.f\/mmz%x X2+ a? + 1a2In |x + V2 + a2|
J XVx2 + a2 dx = L(x2 = a?)¥2
fxz\/szazdx=%(x2ia2)3’2i%a2x\/x2Taz—%a4 In [x +Vx2 + a2
[YELE T —am [V

X

\/y2 + 92 \/x2 + g2
.J’XT_adx=—xf_a+ln|x+Vx2ta2|

: f(x2 *+ a?)¥2 dx = %(x2 + a2 + %azx\/x2 +aZ+ %a“ In [x+Vx2 + a2|
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62. J'X(x2 + a2)¥2 dx = L(x2 + a?)5?
2 + g2)32 A
o, [ LRI Lo g o [ VT,

64_ fxn(XZ + a2)3/2 dX — L Xn+l(X2 + a2)3/2 — i Xn+2\ /X2 + a2 dX
n+1 n+1

(n# —1)

2 _

65. fx” Vx2 + azdx = ! Xn1((x2 + a2)’32 + &n - 1) f X"=2V/x2 + a2 dx
n+2 n+2

(n# —2)

Integrales que contienen ax? + bx + ¢

66 J 1 1 2ax + b — Vb2 — 4ac

ax2+bx+cdxz\/b2—4ac "1 %ax + b + V2 — dac

(b? — 4ac > 0)

Integrales que contienen exponenciales y logaritmos

67. J eX dx = iealX
a

68. fax dx = ax

Ina

69. J xex dx = %(ax — l)ex

70. f xneax dy = Lyngar — 1 f X"~ 1e? dx
a a

R SV SV ax
71. fb+ceax dc=lax —In (b + ce)]  (ab#0)

72. jln |x|dx=x|n|x|—x

73. fxln |x| dx = 1x2In|x| — 1x2

1 1
n — n+1 - —
74.fx|n|x|dx n+lX [In|x| . ] (n# -1)

+1

75 [ DL g~ infinll

7

(2]

. Jln”|x| dx=x|n”|x| —len"‘1|x| dx

77.

~

1
m n — m+1 n — m n—1 —
fx In"| x| dx m+1{x In"| x| nfx In |x|dx} (m# —1)

In"| x| 1 -
78.f . dx-n+1ln |x|
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Integrales diversas

1 1 X"
| dx=— 0,b#0
7 fx(ax"+b) o nb In ax“+b’ (n 70
Vax" + b — Vb

1 1
80'fx\/ax”+bdx_n\/5|n‘\/ax"+b+\/5 (b=0)

81.f /ii;dx=\/x+b\/x+a+(a—b)ln VX + b+ Vx +al
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Tablas numéricas

TABLA A.3.1 Logaritmos comunes con cuatro cifras

N 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
1.0 .0000 .0043 .0086 .0128 .0170 0212 .0253 .0294 .0334 .0374
11 .0414 .0453 .0492 .0531 .0569 .0607 .0645 .0682 .0719 .0755
12 .0792 .0828 .0864 .0899 .0934 .0969 .1004 .1038 1072 .1106
13 1139 1173 .1206 1239 1271 .1303 1335 .1367 1399 .1430
14 1461 .1492 1523 .1553 1584 1614 1644 1673 1703 1732
15 1761 1790 .1818 .1847 1875 .1903 1931 .1959 .1987 .2014
1.6 .2041 .2068 .2095 2122 2148 22175 2201 2227 .2253 .2279
17 .2304 .2330 .2355 .2380 .2405 .2430 .2455 .2480 .2504 .2529
1.8 .2553 2577 .2601 .2625 .2648 2672 .2695 2718 2742 .2765
19 .2788 .2810 .2833 .2856 .2878 .2900 2923 .2945 .2967 .2989
2.0 .3010 .3032 .3054 .3075 .3096 3118 3139 .3160 3181 .3201
2.1 3222 .3243 .3263 .3284 .3304 .3324 .3345 .3365 .3385 .3404
2.2 .3424 .3444 .3464 .3483 .3502 .3522 .3541 .3560 .3579 .3598
2.3 .3617 .3636 .3655 .3674 .3692 3711 3729 3747 .3766 .3784
2.4 .3802 .3820 .3838 .3856 .3874 .3892 .3909 .3927 .3945 .3962
25 .3979 .3997 4014 4031 4048 4065 4082 4099 4116 4133
2.6 4150 4166 4183 4200 4216 4232 4249 4265 4281 4298
2.7 4314 4330 4346 4362 4378 4393 4409 4425 4440 4456
2.8 4472 4487 4502 4518 4533 4548 4564 4579 4594 4609
2.9 4624 4639 4654 4669 4683 4698 4713 4728 4742 AT57
3.0 AT71 4786 4800 4814 4829 4843 4857 4871 .4886 4900
3.1 4914 4928 4942 4955 4969 4983 4997 5011 .5024 .5038
3.2 .5051 .5065 .5079 .5092 .5105 5119 5132 .5145 .5159 5172
3.3 .5185 .3198 5211 5224 5237 .5250 .5263 5276 .5289 .5302
3.4 .5315 .5328 .5340 .5353 .5366 .5378 .5391 .5403 .5416 .5428
35 .5441 .5453 .5465 .5478 .5490 .5502 .5514 .5527 .5539 .5551
3.6 .5563 .5575 .5587 .5599 5611 .5623 .5635 .5647 .5658 .5670
3.7 .5682 .5694 .5705 5717 5729 .5740 5752 .5763 5775 .5786
3.8 5798 .5809 .5821 .5832 .5843 .5855 .5866 .5877 .5888 .5899
3.9 5911 .5922 .5933 .5944 .5955 .5966 5977 .5988 .5999 .6010
4.0 .6021 .6031 .6042 .6053 .6064 .6075 .6085 .6096 .6107 .6117
4.1 .6128 .6138 .6149 .6160 .6170 .6180 .6191 .6201 6212 .6222
4.2 6232 .6243 .6253 .6263 6274 .6284 .6294 .6304 .6314 .6325
4.3 .6335 .6345 .6355 .6365 .6375 .6385 .6395 .6405 .6415 .6425
4.4 .6435 .6444 .6454 .6464 6474 .6484 .6493 .6503 .6513 .6522

N 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
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TABLA A.3.1 Logaritmos comunes con cuatro cifras (continuacion)

N 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

45 6532 6542 6551 6561 6571 | .6580 6590 6599 6609 6618
4.6 6628 6637 6646 6656 6665 | .6675 6684 6693 6702 6712
4.7 6721 6730 6739 6749 6758 | .6767 6776 6785 6794 6803
4.8 6812 6821 6830 6839 6848 | .6857 6866 6875 6884 6893
4.9 6902 6911 6920 6928 6937 | .6946 6955 6964 6972 6981
5.0 6990 6998 7007 7016 7024 | 7033 7042 7050 7059 7067
5.1 7076 7084 7093 7101 7110 | 7118 7126 7135 7143 7152
5.2 7160 7168 7177 7185 7193 | 7202 7210 7218 7226 7235
5.3 7243 7251 7259 7267 7275 | 7284 7292 7300 7308 7316
5.4 7324 7332 7340 7348 7356 | .7364 7372 7380 7388 7396
5.5 7404 7412 7419 7427 7435 | 7443 7451 7459 7466 T474
5.6 7482 7490 7497 7505 7513 | 7520 7528 7536 7543 7551
5.7 7559 7566 7574 7582 7589 | 7597 7604 7612 7619 7627
5.8 7634 7642 7649 7657 7664 | 7672 7679 7686 7694 7701
5.9 7709 7716 7723 7731 7738 | 7745 7752 7760 7767 7774
6.0 7782 7789 7796 7803 7810 | .7818 7825 7832 7839 7846
6.1 7853 7860 7868 7875 7882 | .7889 7896 7903 7910 7917
6.2 7924 7931 7938 7945 7952 | 7959 7966 7973 7980 7987
6.3 7991 .8000 8007 8014 8021 | .8028 8035 8041 8048 8055
6.4 8062 8069 8075 8082 8089 | .8096 8102 8109 8116 8122
6.5 8129 8136 8142 8149 8156 | .8162 8169 8176 8182 8189
6.6 8195 8202 8209 8215 8222 | .8228 8235 8241 8248 8254
6.7 8261 8267 8274 8280 8287 | .8293 8299 8306 8312 8319
6.8 8325 8331 8338 8344 8351 | .8357 8363 8370 8376 8382
6.9 8388 8395 8401 8407 8414 | 8420 8426 8432 8439 8445
7.0 8451 8457 8463 8470 8476 | .8482 8488 8494 8500 8506
7.1 8513 8519 8575 8531 8537 | .8543 8549 8555 8561 8567
7.2 8573 8579 8585 8591 8597 | .8603 8609 8615 8621 8627
7.3 8633 8639 8645 8651 8657 | .8663 8669 8675 8681 8686
7.4 8692 8698 8704 8710 8716 | .8722 8727 8733 8739 8745
75 8751 8756 8762 8768 8774 | 8779 8785 8791 8797 8802
7.6 .8808 8814 8820 8825 8831 | .8837 8842 8848 8854 8859
7.7 8865 8871 8876 8882 8887 | .8893 8899 8904 8910 8915
7.8 8921 8927 8932 8938 8943 | .8949 8954 8960 8965 8971
7.9 8976 8982 8987 8993 8998 | .9004 .9009 9015 9020 9025
8.0 9031 9036 9042 9047 9053 | .9058 9063 9069 9074 9079
8.1 .9085 .9090 .9096 9101 9106 | 9112 9117 9122 9128 9133
8.2 9138 9143 9149 9154 9159 | .9165 9170 9175 9180 9186
8.3 9191 9196 9201 9206 9212 | 9217 9222 9227 9232 9238
8.4 9243 9248 9253 9258 9263 | .9269 9274 9279 9284 9289
8.5 9294 9299 9304 9309 9315 | .9320 9325 19330 9335 19340
8.6 9345 19350 9355 19360 9365 | .9370 9375 9380 9385 19390
8.7 9395 19400 9405 9410 9415 | .9420 9425 19430 9435 9440
8.8 9445 9450 9455 9460 9465 | .9469 9474 9479 9484 9489
8.9 9494 9499 9504 19509 9513 | .9518 9523 9528 9533 9538
9.0 9542 9547 9552 9557 9562 | .9566 9571 9576 9581 9586
9.1 9590 9595 .9600 9605 9609 | .9614 9619 9624 9628 9633
9.2 9638 9643 9647 9652 9657 | .9661 9666 9671 9675 9680
9.3 9685 9689 9694 9699 9703 | .9708 9713 9717 9722 9727
9.4 9731 9736 9741 9745 9750 | .9754 9759 9763 9768 9773
9.5 9777 9782 9786 9791 9795 | .9800 .9805 9809 9814 9818
9.6 9823 9827 9832 9836 9841 | .9845 9850 9854 9859 9863
9.7 9868 9872 9877 9881 9886 | .9890 9894 9899 .9903 .9908
9.8 9912 9917 9921 9926 9930 | .9934 9939 9943 9948 9952
9.9 9956 9961 9965 9969 9974 | .9978 9983 9987 9991 9996
N 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
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TABLA A.3.2 Logaritmos naturales

TABLAS NUMERICAS

0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09
1.0 0.0000 | 0.0100 | 0.0198 | 0.0296 | 0.0392 | 0.04838 | 0.0583 | 0.0677 | 0.0770 | 0.0862
11 0.0953 | 0.1044 | 0.1133 | 0.1222 | 0.1310 | 0.1398 | 0.1484 | 0.1570 | 0.1655 | 0.1740
1.2 0.1823 | 0.1906 | 0.1989 | 0.2070 | 0.2151 | 0.2231 | 0.2311 | 0.2390 | 0.2469 | 0.2546
13 0.2624 | 0.2700 | 0.2776 | 0.2852 | 0.2927 | 0.3001 | 0.3075 | 0.3148 | 0.3221 | 0.3293
14 0.3365 | 0.3436 | 0.3507 | 0.3577 | 0.3646 | 0.3716 | 0.3784 | 0.3853 | 0.3920 | 0.3988
15 0.4055 | 0.4121 | 0.4187 | 0.4253 | 0.4318 | 0.4383 | 0.4447 | 0.4511 | 0.4574 | 0.4637
1.6 0.4700 | 0.4762 | 0.4824 | 0.4886 | 0.4947 | 0.5008 | 0.5068 | 0.5128 | 0.5188 | 0.5247
1.7 0.5306 | 0.5365 | 0.5423 | 0.5481 | 0.5539 | 0.5596 | 0.5653 | 0.5710 | 0.5766 | 0.5822
1.8 0.5878 | 0.5933 | 0.5988 | 0.6043 | 0.6098 | 0.6152 | 0.6206 | 0.6259 | 0.6313 | 0.6366
1.9 0.6419 | 0.6471 | 0.6523 | 0.6575 | 0.6627 | 0.6678 | 0.6729 | 0.6780 | 0.6831 | 0.6881
2.0 0.6931 | 0.6981 | 0.7031 | 0.7080 | 0.7130 | 0.7178 | 0.7227 | 0.7275 | 0.7324 | 0.7372
2.1 0.7419 | 0.7467 | 0.7514 | 0.7561 | 0.7608 | 0.7655 | 0.7701 | 0.7747 | 0.7793 | 0.7839
2.2 0.7885 | 0.7930 | 0.7975. | 0.8020 | 0.8065 | 0.8109 | 0.8154 | 0.8198 | 0.8242 | 0.8286
2.3 0.8329 | 0.8372 | 0.8416 | 0.8459 | 0.8502 | 0.8544 | 0.8587 | 0.8629 | 0.8671 | 0.8713
2.4 0.8755 | 0.8796 | 0.8838 | 0.8879 | 0.8920 | 0.8961 | 0.9002 | 0.9042 | 0.9083 | 0.9123
25 0.9163 | 0.9203 | 0.9243 | 0.9282 | 0.9322 | 0.9361 | 0.9400 | 0.9439 | 0.9478 | 0.9517
2.6 0.9555 | 0.9594 | 0.9632 | 0.9670 | 0.9708 | 0.9746 | 0.9783 | 0.9821 | 0.9858 | 0.9895
2.7 0.9933 | 0.9969 | 1.0006 | 1.0043 | 1.0080 | 1.0116 | 1.0152 | 1.0188 | 1.0225 | 1.0260
2.8 1.0296 | 1.0332 | 1.0367 | 1.0403 | 1.0438 | 1.0473 | 1.0508 | 1.0543 | 1.0578 | 1.0613
2.9 1.0647 | 1.0682 | 1.0716 | 1.0750 | 1.0784 | 1.0818 | 1.0852 | 1.0886 | 1.0919 | 1.0953
3.0 1.0986 | 1.1019 | 1.1053 | 1.1086 | 1.1119 | 1.1151 | 1.1184 | 1.1217 | 1.1249 | 1.1282
3.1 11314 | 1.1346 | 1.1378 | 1.1410 | 1.1442 | 1.1474 | 1.1506 | 1.1537 | 1.1569 | 1.1600
3.2 11632 | 1.1663 | 1.1694 | 1.1725 | 1.1756 | 1.1787 | 1.1817 | 1.1848 | 1.1878 | 1.1909
33 11939 | 1.1970 | 1.2000 | 1.2030 | 1.2060 | 1.2090 | 1.2119 | 1.2149 | 1.2179 | 1.2208
34 1.2238 | 1.2267 |1.2296 | 1.2326 | 1.2355 | 1.2384 | 1.2413 | 1.2442 | 1.2470 | 1.2499
35 1.2528 | 1.2556 | 1.2585 | 1.2613 | 1.2641 | 1.2669 | 1.2698 | 1.2726 | 1.2754 | 1.2782
3.6 1.2809 | 1.2837 | 1.2865 | 1.2892 | 1.2920 | 1.2947 | 1.2975 | 1.3002 | 1.3029 | 1.3056
3.7 1.3083 | 1.3110 |1.3137 | 1.3164 | 1.3191 | 1.3218 | 1.3244 | 1.3271 | 1.3297 | 1.3324
3.8 1.3350 | 1.3376 | 1.3403 | 1.3429 | 1.3455 | 1.3481 | 1.3507 | 1.3533 | 1.3558 | 1.3584
3.9 1.3610 | 1.3635 | 1.366l 1.3686 | 1.3712 | 1.3737 | 1.3762 | 1.3788 | 1.3813 | 1.3838
4.0 1.3863 | 1.3888 | 1.3913 | 1.3938 | 1.3962 | 1.3987 | 1.4012 | 1.4036 | 1.4061 | 1.4085
4.1 14110 | 1.4134 | 1.4159 | 1.4183 | 1.4207 | 1.4231 | 1.4255 | 1.4279 | 1.4303 | 1.4327
4.2 14351 | 1.4315 | 1.4398 | 1.4422 | 1.4446 | 1.4469 | 1.4493 | 1.4516 | 1.4540 | 1.4563
43 14586 | 1.4609 | 1.4633 | 1.4656 | 1.4679 | 1.4702 | 1.4725 | 1.4748 | 1.4770 | 1.4793
4.4 14816 | 1.4839 |1.4861 | 1.4884 | 1.4907 | 1.4929 | 1.4952 | 1.4974 | 1.4996 | 1.5019
45 15041 | 1.5063 |1.5085 | 1.5107 | 1.5129 | 1.5151 | 1.5173 | 1.5195 | 1.5217 | 1.5239
4.6 15261 | 1.5282 | 1.5304 | 1.5326 | 1.5347 | 1.5369 | 1.5390 | 1.5412 | 1.5433 | 1.5454
4.7 1.5476 | 1.5497 | 15518 | 1.5539 | 1.5560 | 1.5581 | 1.5602 | 1.5623 | 1.5644 | 1.5665
4.8 15686 | 1.5707 | 1.5728 | 1.5748 | 1.5769 | 1.5790 | 1.5810 | 1.5831 | 1.5851 | 1.5872
4.9 1.5892 | 1.5913 | 1.5933 | 1.5953 | 1.5974 | 1.5994 | 1.6014 | 1.6034 | 1.6054 | 1.6074
5.0 1.6094 | 1.6114 |1.6134 | 1.6154 | 1.6174 | 1.6194 | 1.6214 | 1.6233 | 1.6253 | 1.6273
5.1 1.6292 | 1.6312 | 1.6332 | 1.6351 | 1.6371 | 1.6390 | 1.6409 | 1.6429 | 1.6448 | 1.6467
5.2 1.6487 | 1.6506 | 1.6525 | 1.6544 | 1.0063 | 1.6582 | 1.6601 | 1.6620 | 1.6639 | 1.6658
53 1.6677 | 1.6696 | 1.6715 | 1.6734 | 1.6752 | 1.6771 | 1.6790 | 1.6808 | 1.6827 | 1.6845
5.4 1.6864 | 1.6882 |1.6901 | 1.6919 | 1.6938 | 1.6956 | 1.6974 | 1.6993 | 1.7011 | 1.7029
In(N-10") =InN + mIn 10, In 10 = 2.3026




TABLA A.3.2 Logaritmos naturales (continuacion)

0.00 001 | 002 0.03 0.04 | 0.05 0.06 0.07 | 0.08 0.09
5.5 1.7047 | 17066 | 1.7084 | 1.7102 | 1.7120 | 1.7138 | 1.7156 | 1.7174 | 1.7192 | 1.7210
5.6 1.7228 | 1.7246 | 1.7263 | 1.7281 | 1.7299 | 1.7317 | 1.7334 | 1.7352 | 1.7370 | 1.7387
5.7 1.7405 | 17422 | 1.7440 | 1.7457 | 17475 | 1.7492 | 1.7509 | 1.7527 | 1.7544 | 1.7561
5.8 1.7579 | 1.7596 | 1.7613 | 1.7630 | 1.7647 | 1.7664 | 1.7682 | 1.7699 | 1.7716 | 1.7733
5.9 1.7750 | 1.7766 | 1.7783 | 1.7800 | 1.7817 | 1.7834 | 1.7851 | 1.7867 | 1.7884 | 1.7901
6.0 17918 | 17934 | 1.7951 | 1.7967 | 1.7984 | 1.8001 | 1.8017 | 1.8034 | 1.8050 | 1.8066
6.1 1.8083 | 1.8099 | 1.8116 | 1.8132 | 1.8148 | 1.8165 | 1.8181 | 1.8197 | 1.8213 | 1.8229
6.2 1.8245 | 1.8262 | 1.8278 | 1.8294 | 1.8310 | 1.8326 | 1.8342 | 1.8358 | 1.8374 | 1.8390
6.3 1.8406 | 1.8421 | 1.8437 | 1.8453 | 1.8469 | 1.8485 | 1.8500 | 1.8516 | 1.8532 | 1.8547
6.4 1.8563 | 1.8579 | 1.8594 | 1.8610 | 1.8625 | 1.8641 | 1.8656 | 1.8672 | 1.8687 | 1.8703
6.5 1.8718 | 1.8733 | 1.8749 | 1.8764 | 1.8779 | 1.8795 | 1.8810 | 1.8825 | 1.8840 | 1.8856
6.6 1.8871 | 1.8886 | 1.8901 | 1.8916 | 1.8931 | 1.8946 | 1.8961 | 1.8976 | 1.899] | 1.9006
6.7 1.9021 | 1.9036 | 1.9051 | 1.9066 | 1.9081 | 1.9095 | 1.9110 | 1.9125 | 1.9140 | 1.9155
6.8 1.9169 | 1.9184 | 1.9199 | 1.9213 | 1.9228 | 1.9242 | 1.9257 | 1.9272 | 1.9286 | 1.9301
6.9 1.9315 | 1.9330 | 1.9344 | 1.9359 | 1.9373 | 1.9387 | 1.9402 | 1.9416 | 1.9430 | 1.9445
7.0 1.9459 | 1.9473 | 1.9488 | 1.9502 | 1.9516 | 1.9530 | 1.9544 | 1.9559 | 1.9573 | 1.9587
7.1 1.9601 | 1.9615 | 1.9629 | 1.9643 | 1.9657 | 1.9671 | 1.9685 | 1.9699 | 1.9713 | 1.9727
7.2 1.9741 | 1.9755 | 1.9769 | 1.9782 | 1.9796 | 1.9810 | 1.9824 | 1.9838 | 1.9851 | 1.9865
7.3 1.9879 | 1.9892 | 1.9906 | 1.9920 | 1.9933 | 1.9947 | 1.9961 | 1.9974 | 1.9988 | 2.0001
7.4 2.0015 | 2.0028 | 2.0042 | 2.0055 | 2.0069 | 2.0082 | 2.0096 | 2.0109 | 2.0122 | 2.0136
75 20149 | 2.0162 | 2.0176 | 2.0189 | 2.0202 | 2.0215 | 2.0229 | 2.0242 | 2.0255 | 2.0268
7.6 2.0282 | 2.0295 | 2.0308 | 2.0321 | 2.0334 | 2.0347 | 2.0360 | 2.0373 | 2.0386 | 2.0399
7.7 20412 | 2.0425 | 2.0438 | 2.0451 | 2.0464 | 2.0477 | 2.0490 | 2.0503 | 2.0516 | 2.0528
7.8 2.0541 | 2.0554 | 2.0567 | 2.0580 | 2.0592 | 2.0605 | 2.0618 | 2.0631 | 2.0643 | 2.0656
7.9 20669 | 2.0681 | 2.0694 | 2.0707 | 2.0719 | 2.0732 | 2.0744 | 2.0757 | 2.0769 | 2.0782
8.0 20794 | 2.0807 | 2.0819 | 2.0832 | 2.0844 | 2.0857 | 2.0869 | 2.0882 | 2.0894 | 2.0906
8.1 2.0919 | 2.0931 | 2.0943 | 2.0956 | 2.0968 | 2.0980 | 2.0992 | 2.1005 | 2.1017 | 2.1029
8.2 21041 | 2.1054 | 2.1066 | 2.1078 | 2.1090 | 2.1102 | 2.1114 | 2.1126 | 2.1138 | 2.1150
8.3 21163 | 21175 | 2.1187 | 2.1190 | 2.1211 | 2.1223 | 2.1235 | 2.1247 | 2.1258 | 2.1270
8.4 21282 | 2.1294 | 2.1306 | 2.1318 | 2.1330 | 2.1342 | 2.1353 | 2.1365 | 2.1377 | 2.1389
8.5 21401 | 21412 | 2.1424 | 21436 | 2.1448 | 2.1459 | 2.1471 | 2.1483 | 2.1494 | 2.1506
8.6 21518 | 2.1529 | 2.1541 | 2.1552 | 2.1564 | 2.1576 | 2.1587 | 2.1599 | 2.1610 | 2.1624
8.7 21633 | 2.1645 | 2.1656 | 2.1668 | 2.1679 | 2.1691 | 2.1702 | 2.1713 | 2.1725 | 2.1736
8.8 21748 | 2.1759 | 21770 | 2.1782 | 2.1793 | 2.1804 | 2.1815 | 2.1827 | 2.1838 | 2.1849
8.9 21861 | 2.1872 | 2.1883 | 2.1894 | 2.1905 | 2.1917 | 2.1928 | 2.1939 | 2.1950 | 2.1961
9.0 21972 | 2.1983 | 2.1994 | 2.2006 | 2.2017 | 2.2028 | 2.2039 | 2.2050 | 2.2061 | 2.2072
9.1 22083 | 22094 | 22105 | 2.2116 | 2.2127 | 2.2138 | 2.2148 | 2.2159 | 2.2170 | 2.2181
9.2 22192 | 22203 | 22214 | 2.2225 | 22235 | 2.2246 | 2.2257 | 2.2268 | 2.2279 | 2.2289
9.3 22300 | 22311 | 22322 | 2.2332 | 2.2343 | 2.2354 | 2.2364 | 2.2375 | 2.2386 | 2.2396
9.4 22407 | 22418 | 2.2428 | 2.2439 | 2.2450 | 2.2460 | 2.2471 | 2.2481 | 2.2492 | 2.2502
9.5 22513 | 22523 | 2.2534 | 2.2544 | 2.2555 | 2.2565 | 2.2576 | 2.2586 | 2.2597 | 2.2607
9.6 22618 | 2.2628 | 2.2638 | 2.2649 | 2.2659 | 2.2670 | 2.2680 | 2.2690 | 2.2701 | 2.2711
9.7 22721 | 22732 | 22742 | 22752 | 22762 | 2.2773 | 2.2783 | 2.2793 | 2.2803 | 2.2814
9.8 22824 | 22834 | 2.2844 | 2.2854 | 2.2865 | 2.2875 | 2.2885 | 2.2895 | 2.2905 | 2.2915
9.9 22925 | 22935 | 2.2046 | 2.2956 | 2.2962 | 2.2976 | 2.2986 | 2.2996 | 2.3006 | 2.3016
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CAPITULO 1

2
1. @) Falso. La funcién f(x) = XX

_11 no esta definida en

x =1, pero lim f(x) = 2
x-1
b) Verdadero
¢) Verdadero

d) Falso. La derivada de una suma de funciones derivables
es igual a la suma de las derivadas

e) Falso. Sif(x) = [x|, entonces £10) no existe

f) Falso. Siy es una funcidn de x, entonces valor de Ay (el
incremento de y) puede ser positivo, negativo o cero

g) Verdadero
h) Verdadero

i) Falso. La funcion f(x) = [x| es continua en x = 0, pe-
ro no es diferenciable en ese punto

j) \erdadero

k) Falso. Aunque la funcion f(x) no esté definida en x = c,
en algunos casos lim f(x) puede existir
X—C

1) Verdadero
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11.

13.

15.
17.

19.

21.

23.

25.

© N 0 w

Soluciones a problemas
con numero impar

. Ix .
m) Falso. lim u no existe
x-0 X

0.84
355,71
0

. No existe

3

2

1
—— ,parax # 0
2y P
-23

No existe el limite

1
2Va
1
2Vx —1
2
S x -1y

gXSIZ




27.

29.

31.

33.

35.

37.
39.
41.
43.
45.
47.

49.
51.
53.

55.

7000 |-
6000 |-
5000 |-
4000
3000 |-
2000 [
1000 [

3x2+4
2x3/2

5p* — 6p? — 3
uwr+1

(- 12
yP—y—10

3y3

o 3x2+4x—1

2Vx + 1(1 + x?)?
10x
0.4x + 8
R/(x) = 80 — 0.16x
80 — 8.16x
-35

—2, cuando el precio sube de p =2 a p = 3, la demanda
disminuye aproximadamente en 2 unidades

No. Si f(2) = % , la funcion seria continua en x = 2
No

f(-1) =2

0.03v si
0.05v si

0 =v = 1500
T(W) = 1500 < x =< 6550
0.08v si x> 6550

Impuesto
A

| Venta
8000

1 1 1
500 1500 4500 6500
T(v) no es continua ni diferenciable para v =0, 1500 y

6500

CAPITULO 2
1. a) Verdadero
b) Falso. La derivada de un cociente de funciones, fy g, es
f/ _f ’
igual a 99

gZ

11.
13.

15.

17.

19.
21.

23.

25. —

27.
29.
31.

33.

35.

37.

39.

¢) Verdadero

d
d) Falso. X ) =¢
F | i e\ — e—1
e) Falso. i (x€) = ex

d 1 2
f) Falso. & (7) = _F
g) Falso. Si la aceleracion de un movil es cero, entonces
su velocidad es constante

h) Verdadero
i) Verdadero

j) Falso. %(Iog(e)) =0

k) Falso. Siy = u(x), entonces % (%) - ;’28
. —4AX(1 + 2x?)
ex=2)
(x —1)?
_ (x+2)(2x—3)
Viax + 1(x2 + 3)32
5 — 3x — x2 + 3x In(x) + 2x2 In(x)
x[In(x)J?
X1+ Inx)
e°x3(3 + 2x?)

e —x+1)
Vx2 +1
e
e — 1) +1)
_ 2X
(X2 + 4)32
—e72¢(2x — 3)
ex + e~x
2
1

2X3/2
5x—4y+4=0
x—y=0
2e¥(1 + 2x2)

2(27 — x?)

9(9 + x2)5B3
a—b—Dblinx
—50 + x

X2

1.2+ Inx

-5
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41.

43.

45.

47.

49.

—5/3, si el precio sube de $2 a $3 la demanda disminuye
aproximadamente 5/3 unidades

78,000 unidades de productividad por maquina, quiere de-
cir que si se aumenta de 8 a 9 maquinas la productividad
aumentara aproximadamente en 78,000 unidades

a)vit) =49 —9.8t b) a(t) =98 c) Ent=5, la ve-
locidad del objeto es igual a cero

Al inicio del afio 24, = 91.78; al inicio del afio 36, = 55.64.
La poblacién crece con mayor rapidez al inicio del afio 24

a) Al inicio habia 20 individuos enfermos,
b) I’(t) = 200t°e~4(6 — t)
c) 4,211.22 enfermos/semana

d) —3,065.2 enfermos/semana. Observe que en la semana
5, el nimero de enfermos aumenta, mientras que en la
semana 7 esta disminuyendo

CAPITULO 3

1.

346

a) Verdadero
b) Verdadero

c) Falso; f(x) = |x| es continuaen (—1, 1), pero no es de-
rivableenx =0

d) Falso; en un punto de inflexion, f’(x) = 0 o ’(x) no
existe

e) Falso; la funcion f(x) = x8 cumple f”(0) = 0y (0, 0) no
es un punto de inflexion

f) \Verdadero
g) Verdadero
h) Verdadero

i) Falso; un ingreso méaximo no necesariamente conduce
a utilidades méaximas

j) Falso; por arriba de cierto nivel, el costo de publicidad
adicional disminuye el ingreso extra que genera

k) Verdadero
1) Verdadero

m) Falso; un valor minimo local de una funcion puede ser
mayor que un valor maximo local de la misma funcion.
Analice los maximos y minimos locales de la siguiente
funcion

RESPUESTAS A LOS EJERCICIOS IMPARES

n) Verdadero

2x? +5x — 5
M x@-7x+8 ~

6x + 5

o) Falso; por ejemplo i
X— —oo
. 22+5bx—5
l'ﬂw X2—T7x+8 ~
Falso; jemplo i ——
p) Falso; por ejemplo an;lm e 1
lim —X S _ o
- - VAX2 4+ 1
q) Verdadero
La) (oo, —1) U (2,0)  h) (—1,2)
) (1/2, =) d) (—eo, 1/2)
60—
40}

-5 -4 -3 /2 -1

ca) (—eo, —1) U (1, e0)

b) (-1,1)

o (9ol

o (==~ oo

Vi)



-2 -1 \1_/ 2
—04+}
7. a) (0, =) b) (—e, 0)
0 (-11) d) (oo, —1) U (1, )
0.8 |-
0.6 -
0.4 |-
0.2 |-
| | | |
-2 -1 1 2
9. (20, =)
13. Minimo local en x = 3
. 2 \13
15. Minimo local en x = <§>
17. Minimo localent =1
19. Minimo localenx =0
21.a) k= -1 b) k=3
23. a< 0, los valores de b y ¢ no importan
25. Minimo absoluto 0, en x = 0, 1; maximo absoluto 9V4en
X=3
1
27. Minimo absoluto 0, en x = 1; maximo absoluto 26 en
x=Ve
29.a) x=6 b) $(10/e) ~ $3.68
) R, = $(60/e) = $22.07
31. a) dy/dt representa la tasa en que aumenta la proporcién

de poblacién infectada
by t=2

c) Es creciente en (0, 2) y decreciente en (2, )

33.3V4 pulgadas X 3Va pulgadas X 3Va pulgadas =~ 4.76

X 4,76 X 4.76 pulgadas
35. a) t =20/4.9 = 4.08 segundos b) h = 20.41 metros

a7, 43
9
43. b) Q =2000; T, = $10, 250 ¢) $10,256.25
45. a) x = A,l;ot b 1041; 4t b) (4 ;Ot)2
c)t=2
47. 9 meses

49. A:probabilidad de éxito a la larga; p’(0) = A/B
. 1
51. A una profundidad de N2

53. 40y 20

55.

—-15

Asintota horizontal: y = 0

Asintotas verticales: x =1y x = —1

57.

74%

Asintota horizontal: y = 0

Asintota vertical: No tiene
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59.

Asintota horizontal: y = 3

Asintota vertical: x = —1

61.
6l
51
4
3
2
1
! ! ! ! !
1 2 3 4 5
63.
A
3
0.25 —
o2 —
0.15 —
ofl
0.0% —
<l | | |
—1 ) 1 2 3

348
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65.

CAPITULO 4

1.

11.
13.

15.

17.

a) Falso. La diferencial de 3x3 es 9x2dx

b) Verdadero

¢) Verdadero

d) Falso. La derivada logaritmica de x*es 1 + In x
e) Verdadero

f) Verdadero

g) Falso. En una relacién implicita f(x, y) = 0, una de las
dos variables es independiente y la otra es dependiente

h) La diferencial de la funcidn lineal f(x) = 4x + 1 es 4dx
i) \Verdadero
j) Verdadero

k) Falso. Si f(x) = x2, se puede esperar que df sea aproxi-
madamente igual a Af, pero siempre menor que Af

1) Verdadero
m) Verdadero

n) Verdadero

5+ 2t at
2V + 5t
1
. Ay = 0.014374, dy =~ 0.014434

. 1.04
0.2
dy 2t-1
ad — 3
dx  1-—x-—3xt
dt =~ 24+t+18
y = 3, la recta tangente es horizontal



1
B 9 2—-8 1
, X — 8X + X—4
2LY'= =47 V-1
23. 0
(Inx — 1)dx o X(x—y)
25. e , 0 bien, Yy dx
=9 11
c) -1
29. Elastica
31. Eléastica
3B.a)p> — ) 0<p< —
) P> o ) 0<p= 5
c
) p= 2y
37. $50

39. n = —1\3; la demanda disminuye en aproximadamente
1.67%

CAPITULO 5

1. a) Falso; en muchos casos la integral de un producto de
funciones se puede obtener mediante integracion por
partes

b) Verdadero
c¢) Falso; las antiderivadas de una funcién integrable difie-
ren por una constante arbitraria

1
d) Falso;f7 dx=In|x| +C

e) Verdadero

f) Falso; si f'(x) = g’(x), entonces, f(x) = g(x) + C,con C
una constante arbitraria

g) Verdadero

h) Falso;f% = —% +C
i) Verdadero
n+1
) Faiso; [[g6arge9ax = S (4 )

d -1
k) Falso;fx—;( = o +C

1) Falso; fe“dx =ex+C

m) Falso; f e2xdx = e + C
3x° X!
3 - -
3. x+x3+ z + 7 +C

5.3 +C

11.

13.

15.

17.
19.

21.

23.

25.

27.

29.
31.

33.

35.

37.

39.
41.
43.
45.
47.

49.
51.

53.

55.

57.
59.
61.

. xe2+C

.%(x+l)3/2+c

3

7 @+ @) +C
e+ C
t+C

%(u—l)V2u+l+C

\/1 — t2
% {\/1_t2_|n‘¥
eX(x® —3x2+ 6x — 6) + C
—x+x1In |x]|

In2

_ellx +C

]+c

1
Exz(—l +Inx?) +C

1 +Vm2 +
7[\/9+m2—3ln‘%”+c

1 |n’_5+\/§_t‘+c
2\/5 5+ V5 +t
5

2
RlErevrrriit
% [Inx?]® + C
ft) = —t+tin [t| +2
9
$8500
a) 0.1x — 0.001x2 — 0.00001x25
b) p = 0.1 — 0.001x — 0.00001x'5

$9000

a) C(x) = 50x + 0.02x? + 3000

b) $14,250

a) 221 unidades b) 460 unidades
8000(1 + In(x + 25)

3350 — (X + 25)

p = 26,000

a) 15,750 automoviles  b) 33,750 automdviles

Q) v(t) = 32 + 2t +50 b) d(t) =t + 2 + 50t
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63. d(t) = 10t — 57t2 cuando hace alto total el objeto habra 5 43(e _ 1
viajado 10 metros [
65. g(x) = e + Vx 9.9
11. 847.69 horas-hombre
CAPITULO 6 13.SC =162y SP = 48

15. y() = 8 + C

b b
1. a) Falso; L kF ()dx = k L f(x)dx 17, y() = Cer-v

b) Verdadero 2
d b 19. -2 =32
c) Falso; si 3a y b son constantes, entonces i [L Y
AN
f(X):| =0) 21. 2e 4 4
. 1IAA 1 H X
d) Falso; la proposicion es verdadera si f(x) es no negativa 23. y(t) = ;ggéoiOZx en, aproximadamente, 9.21 semanas

X
&) Falso; di [ L f(t)dt] = (x)
X 25. t = 4 afios; $13.333 millones

b C b 1
f) Falso; f f(x)dx :f f(x)dx +£ f(x)dx es vélida para 27. Noes f.d.p., ya quef f(x)dx # 1
a a 0

toda ¢ nimero real 29. Si, es f.d.p.
g) Verdadero 3. m=2
h) Verdadero 33.a) =061 b) = 0.22
i) \Verdadero c) ~0.63
j) Falso; la ecuacion diferencial dy = py(m —y), con p 35. a) 1 b) S
dx 3 12
y m constantes es una ecuacion logistica ) 3
C —
) S . ay o 4
k) Falso; la ecuacion diferencial ( dx) =y —xes de 37. $11.662

primer orden 39. 2.0935; 2.0941 (Nota: el valor de la integral aproximado a

1) Verdadero cinco decimales es 2.09471)

m) Falso; la probabilidad de que una variable aleatoria con

distribucion normal tome un valor mayor que su media 7
es 0.5 CAPITULO 7
n) Falso; la funcion f(x) = x2,si0=x = 1y f(x) = 0; en 1. a) Falso; a lo largo del eje y las coordenadas x y z son
otro caso, no puede ser la funcion de densidad de una iguales a cero
oo 1
variable aleatoria continua, ya que J f(x)dx = f b) Falso; en el plano xy,z = 0
—oo 0
1 c) Verdadero
f(x)dx =

3 d) Falso; el dominio de la funcion es todo el plano xy

0) Verdadero
e) Verdadero

p) Falso, si X es una variable aleatoria continua, entonces
f) Verdadero

b
- 2h
el valor esperado de X se calcula medlanteL xf (x)dx, g) Falso; si h(x, y) = f(x) + g(y), entonces d a(ZXy y) _

en donde f(x) es la f.d.p. y es tal que f(x) = O si x & [a,
b] dg(y)
dy

1
. — (1 +5e% = .
3. 7 (1 +5e%) =~ 504.54 h) Verdadero
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© N 0w

11.

13.
15.

17.

19.

21.

i) Falso; si todas las derivadas parciales de f(x, y) existen
y son continuas, entonces
M(x,y)  0%(x,y)
ox20y2 Qy20x2

J) Verdadero

k) Falso; si (a, b) es un punto critico de f(x, y) y f,,, f,, son

positivas en (a, b) y ademas f,, f, —f2 >0en (a b),
entonces, en (a, b) se alcanza un minimo local de f(x, y)

1) Verdadero
m) Verdadero

n) Falso; la recta obtenida por el método de minimos cua-
drados, no necesariamente pasa por los puntos

0) Verdadero
p) Verdadero
q) Verdadero

- D ={(x ) =yM(2 0)}
.D={x, Y, )X+ y2 + 22 =1}

_ye—xy; _Xe—xy; Xye—xy — e—xy; yZe—xy

x4y 8yt 2
XAy @y (Y2 2ty
S

(X2+y4)2

Los puntos de la curva de nivel C(r, h) = 100 representan
las posibles combinaciones de dimensiones de la lata que
producen una lata, cuyo costo es de $100

1 .
Moa = Mg = s asi que my, + n, = 1
dClop, = 1.1 + 2.78p, — 3.66p,

dClop, = 13.8 — 3.66p, + 8.88p;; estas derivadas repre-
sentan la tasa de cambio en los costos de fabricacién con
respecto a incrementos en los precios de los productos

Minimo local en (1, 0)
1
Minimos locales en (i > 0), punto silla en (0, 0)

a) H(, 5) = 917.752
9H(0, 5)
ow

OH(05)

b) ~ 40.79, ax —27.81

¢) Cuando la temperatura, t, es cero y la velocidad del
viento w es 5 m/s, un pequefio aumento en la tempera-
tura hard que H disminuya aproximadamente 27.81 ve-
ces ese cambio, siempre que la velocidad del viento se
mantenga constante. Ahora, si la temperatura se man-
tiene constante en cero grados, y la velocidad del vien-
to sufre un pequefio aumento, la razon de la pérdida de
calor aumenta aproximadamente 40.79 veces ese cam-
bio. Observe que si aumenta la razon de la pérdida de
calor, quiere decir que uno sentira mas frio

d) Por los resultados de la partes b) y c), cuandot =0y
w = 5, tiene mayor influencia, en la razén de pérdida
de calor, un aumento de 1m/s en la velocidad del vien-
to que una disminucion de 1°C en la temperatura

25. a) x = 28.18,y = 44.55, P = 7809.09
b) x =28.04,y = 44.41
27. K=7,L=19

31. y = 11.179x + 75.936, la estimacion lineal es 154.2 con-
tra 138.1 reportado por la Oficina de Censos de Estados
Unidos

33. Las ecuaciones son:
ad x5+ oxh) + b +x3+ . x8) +akE +x2 +
X3 = (X3, + X3y, + Xy
ad+x3+ .. x3) + b+ x3+ ... x3) +ax, +x,+
X)) = (XY XY, o XY
a2 +x3+ ... x3) +bh(x, +x,+ ...x) tnc={(y, +
Yot oY)
Para el caso de los datos dados, las ecuaciones se reducen a
354a + 100b + 30c = 104.3
100a + 30b + 10c = 41.1
30a + 10b + 5¢ = 30.3
Cuya solucién es a = 0.0357, b = —2.09, ¢ = 10.03
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en lademanda, 171
Capital, 303
decisiones deinversion en, 314
uso Optimo del, 318, 328, 329
Capitalizacion continua, 275
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de un empleado, 51, 53
de un oleoducto en € értico
de un tanque de agua, 289
extra de produccion, 186, 206
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de lademanda, 324
de Lorentz, 229, 230, 231, 238, 275
denivel, 285
de transformacion de productos, 146
polinomiales, bosquejo de, 112

D
Decisién(es)
deinversion, 239, 275
de produccién, 135
Definicion de tasa de cambio promedio, 5

Demanda(s), 206
eingreso, 187, 206
elastica, 172, 177
ineléstica, 172-177
marginal, 53, 86, 300, 303, 328
telefénica, 189
y oferta, 237
Demostracion de laregla de la cadena, 69
Densidad(es)
de probabilidad, 268-269, 271
de tréfico, 207
Deposito, disefio de un, 135
Derivada(s), 1, 55, 91, 153, 179, 182, 184
de funciones
elevadas a una potencia, 26, 33
exponencialesy logaritmicas, 71, 80
de orden superior, 80-84
de productos y cocientes, 57-63
de unafuncién constante, 26
dey con respecto ax, 21
logaritmica, 169-170, 173
ordinaria, 297
parciales, 290-297, 302, 322
definicion, 290
de segundo orden, 293, 294
mixtas, 293, 294
Desempleo, tasa de, 196
Desviacion estandar, 270, 271
Diferenciabilidad y continuidad, 42-51
Diferenciacion, 21
implicita, 160-167
logaritmicay elasticidad, 167-175, 169
Diferencial (es), 154-160
delavariable dependiente, 254
delavariable independiente, 254
Difusion, 297, 329
Disefio(s)
de un depdsito, 135
de un tanque de agua, 311, 312
Optimo, 148
Distancia(s)
y velocidad, 188, 207
Distribucion
del ingreso, 273
de probabilidad exponencial, 269
exponencial, 268
normal, 270
uniforme, 266, 272, 273
Dominio(s), 280, 281, 282, 285
y funciones, 280-290
Dosificacion de drogas (medicamentos),
146
Drogas (medicamentos), dosificacion de,
146
Duracion de llamada telefénicas, 275



E

Ecologia, 63
Economia, aplicaciones en la, 229, 240
Ecuacion(es)
de larectatangente, 163, 164, 165
horizontal, 163-165
vertical, 163-165
de tasas relacionadas, 68
diferencial (es)
condicion inicial, 252
de orden n, 250
definicion, 250
introduccién, 249-258
logistica, 260
separables, 258
solucion de, 251, 252, 254, 259,
262-263
de primer orden con coeficientes
constantes, 253
Elasticidad, 170-177, 264
cruzada, 299, 304
delademanda, 170-177, 304
unitaria, 172-173
Entomologia, 326
Epidemia(s), 1, 33, 54, 55, 86, 130, 146,
148, 204, 257, 262, 326
Equilibrio
de mercado, 236, 237
Error(es), 158, 159, 321
aproximado, 159
cuadrado, 321
medio, 321
en utilidades estimadas, 158, 159
porcentual, 158, 159
relativo, 158
tipogréficos, 272
Estrategia de desarrollo de recursos, 235,
239
Extremo(s)
absoluto(s), 134
local(es), 102, 111

F

Factores

insumo de produccién,298
Felicidad material, 95
Fijacion de precios, 310

decisiones sobre, 308

Optima, 310
Fisica, 6, 7, 33, 63, 319, 326
Fisiologia, 167, 328
Focos incandescentes, vida Util de, 268
Folleto impreso, disefio de un, 127
Forma(s)
Formula(s)

de lapotencia, 27, 28, 66, 182, 190,

191
del cociente, 292, 293
Fay/Lehr, 33
Fotosintesis, 135
Funcién(es),
composicion, 63
continua, 14, 45
creciente, 90-94, 101, 111, 116
clbica, 23
decosto, 9, 111, 117, 186, 187, 281
delaélectricidad, 51
del azlcar, 46
discontinua, 51
ingreso y utilidad, andlisis delas, 93,
95
marginal, 214
promedio, 146
y utilidad, 289
decreciente, 90, 94, 101, 111, 115
de demanda, 260
de densidad de probabilidad, 265, 266
deingreso(s), 9, 36, 187
andlisisdelas, 93, 95
marginal, 215
de potencia, 185
de produccioén, 298
Cobb-Douglas, 303
de supervivencia, 79
de transformacién de un producto, 167
andlisis delas, 93-95
de varias variables, 279-330
dos variables, 280-282, 283, 285
tres variables, 282
discontinua, 14
lineal, 66, 67, 302
polinomial, 114
y dominios, 280-290

G

Gasolina, ventade, 2
Geometria, 127, 149
Germinacion de semillas, 71
Gréfica(s), 285
concavas
hacia abajo, 105-108, 112-115
haciaarriba, 105-108, 112-115
delafunciony primeraderivada, 90,
95
de P contran, 117
de x contrap, 288
exacta, 127
Granero, disefio de un, 130
Granja piscicola, 63

|
Ictiologia, 63, 117, 255-256

iNDICE 355



356

iNDICE

Impuesto(s)
en la produccion, efecto del, 128, 149
sobre larenta, 48, 51
y utilidad méxima, 124
sobre |las ventas, rendimiento maximo
de, 129
Incremento(s)
y tasas, 2-9
Inelasticidad de la demanda, 174-175
Informacion, difusion dela, 79
Ingreso(s)
cambio en €, 220
marginal, 36-38, 41, 58, 62, 70, 86,
189, 206
andlisisdel, 95, 123, 150
con respecto al precio, 173
méximo(s), 128-129, 135, 148-149
per capita, 59, 63
promedio, 242, 276
tasadel, 70
y demanda, 187, 206
y utilidad marginales, 36
Inmigracién, crecimiento e, 257
Insecticida, 276
Instante de colisién, 10
Integracion 180-209
constante de, 181
numeérica, 243-249
por partes, 200-205
Integral (es), 181-187-189-192-194-196-
205
definida, 181, 210, 278
delafuncion, 184
de la sumade dos funciones, 185
del producto, 184
impropias, 227-229
Integrando, 182
Interpretacion geométrica, 24
de diferenciales, 66, 255
Intervalo(s), 8, 101-102
Inventario(s),
modelo de costo de, 125-129, 135
problemade, 210, 277-278
promedio, 242

J

Jabones

nivel de produccion de, 279, 331, 332
ventas de, 279, 331, 332

L

L ata, forma Optima de una, 129
Ley
de difusién de Fick, 79
de disminucién del ingreso, 139
de enfriamiento de Newton, 259

Limite(s), 10-20, 22, 42-47, 49-52
deintegracion, 211, 212, 269
inferior, 211
|aterales, 42
notacion de, 137

definicion de, 137
superior, 211

Linea(s)
de contorno, 285
tangente, 24, 162
telefénica, costo de instalacion de una,

130

Logaritmo(s)

propiedades de los, 167

M

Madera, produccién méximade 129
Mano de obra, 303, 329
utilizacion éptimade la, 310, 318, 328,
329
decisiones sobre inversion en, 314-315,
316
Materias primas, uso éptimo de, 329
Materiales, uso optimo de, 310
Maximizacion de utilidades, 121
Méaximo(s)
absoluto(s), 131-135
local, 95-103, 109-110, 121-122, 305,
306, 307, 309
y minimos, 95-103
absolutos, 131-135
aplicaciones de, 117-130
Medida de poblacién, 135
Medicina, 9, 79, 130, 196, 207, 241, 257,
311, 329
Medida(s)
de terrenos, 249
fisicas, 160
Método(s),
de sustitucién, 189-196
para encontrar extremos absol utos,
resumen del, 134
Microbiologia, 297
Mineria, 233, 234, 235
Minimo(s)
absolutos, 131-135
cuadrados,
método de, 319-332
para funciones cuadréaticas, 329
local, 96-98, 101, 109-110, 121, 305,
306, 307, 309
Modelo(s)
de aprendizaje, 149
deinventarios, 125-127
de crecimiento limitado, 264
lineal(es), 157, 158



de costos, 160
deingresos, 160
de utilidad, 160
logistico, 146, 264, 275
Movil, 33
Movimiento de un objeto, 149
Multiplicadores de L agrange, 312-319

N

Neumaticos, ventas de, 319-325
Nuevas viviendas, 71
NuUmero(s)

irracional (es), 72

(0]

Objeto en movimiento, 86
Ofertay demanda, 237
Optimizacién, 95, 305, 311

y bosquejo de curvas, 89-152
Ordenada(s), 246

P

Pardbola(s), 287
Peces, existencias 6ptimas de, 311
Pendiente(s), 71, 103, 162, 256
de latangente, 25-26
Petroleo,
consumo de, 207
produccién de, 196
Plaga de plantas, 130
Plano(s)
xy, 284, 285
Xz, 284, 286, 290
yz, 284
PNB, 40
crecimiento del, 325
tasadel, 62
Poblacién, 329
medida de, 135
Polinomio(s), 17
Péliza de garantia, 272
Precio(s), 288
delaelasticidad de lademanda, 301
en un mercado no equilibrado, 258
marginal, 53, 86
optimo, 95
y utilidad, 167
Presa-depredador, modelo de, 167
Presion promedio de la sangre, 243
Primera derivada, 112
y lagréficade lafuncién, 90-95
Probabilidad(es)
aplicaciones a, 264
Produccion, 303
aproximada, 304

asignacion éptimade, 149
decisiones de, 316
de cultivos, 129
eimpuesto, 149
frutal maxima, 150
homogénea, 303
méaxima, 310, 329
niveles de, 310, 331
cambios en los, 304
Optimos, 317
petrolifera, 146, 196
Productividad, 70
fisica, 53, 206
marginal, 86
marginal, 39, 86, 298-299, 303, 315
delamano de obra, 39, 240, 298, 316
del capital, 298, 314, 316
Producto(s)
competitivos, 300
complementarios entre si, 300
nacional bruto, 40
Promocion éptima, 310
Propagacion de una epidemia, 1, 54-55
Propensién marginal a ahorro, 56, 87-88
Proyectiles, 9, 33
Prueba(s)
de la primera derivada, 99-100
de la segunda derivada, 109-112
Publicidad, 319
Optima, 310, 319, 328
y ganancias, 123
y utilidad(es), 74, 138, 146, 258, 324
y ventas, 79, 287, 319
Punto(s)
critico(s), 97-102, 109-111, 306-308,
314
deinflexion, 107-108
de prueba, 101
silla, 307-309

Q
Quimica, 326

R

Radiactividad, 257
Rango, 280-281
Reaccion
a unadroga (medicamento), 130, 196,
207
quimica, 26, 71
Recta(s), 292
tangente, 85
Recurso natural, 196
Refineria costera, 130
Regla(s)
delacadena, 63-71, 73, 75-78, 167,

iNDICE 357



358

iNDICE

292
demostracién de la, 69

del cociente, 59, 62, 63, 66-67, 76, 165

del producto, 57-59, 99, 140, 162

y €l cociente, 292, 294

del trapecio, 243, 245, 248

de Simpson, 245-248
Relacion(es) de demanda, 299
Rendimiento(s)

marginal, 40

promedio, 242
Renta
Rentabilidad financiera, 240
Requerimiento laboral, 71
Retencién de memoria, 149

S
Salario
real, 63
Secciones verticales, 289
Segunda derivada, 112, 118
y la concavidad, 103-112
Semillas, germinacion de, 71
Signo
integral, 182
Superdvit del consumidor y del
productor, 235-239
Sustitucion lineal, 193-194

T

Tabla(s)
deintegrales, 196-200
Tamano(s)
del lote econémico, 128, 149
promedio de una poblacion, 242
Tangente(s),
horizontal, 166
vertical, 166
Tanque(s),
construccién de un, 120
disefio de un, 311-312
Tarifas postales, 51
Tasa(s)
de cambio
delautilidad, 70
del ingreso, 70
del PNB, 62
promedio, 5-6
especifico, 255
de desempleo, 196
de impuesto marginal, 40
de incremento
del costo, 70
del ingreso, 70
deinterés, 53, 249, 257, 280
e incrementos, 2-9

marginales, 33
relacionadas, 68

Televidentes, 9

Televisores, produccién de, 232
Temperatura promedio, 242
Tendencia(s) marginal (es)

aahorrar, 40-41
y aconsumir, 40
aconsumir, 40-41

Teorema(s)

fundamental del célculo, 213
demostracién del, 217
que se refieren alimites, 14-16

Teoria

de nimeros, 127, 150

Término(s),

extremo, 96, 305, 306

Tiempo(s)

dedigestion, 273
de espera, 267, 275-276

en aeropuertos, 272

en parada de autobus, 272
de venta 6ptimo, 149
minimo de reaccion, 135
promedio devigje, 272

Tierra, costo de la, 129

U

Utilidad(es), 308, 316

v

bruta, 123

cambio en las, 220

en la produccion, 180, 208-209
incremento en las, 220

marginal (es), 38-39, 41-42, 53, 67, 79,

189, 304, 328
maxima, 41, 123-124, 128, 135, 148-
149, 308-310, 332
eimpuesto sobre larenta, 124
maximizacion de la, con respecto al
tiempo, 233, 238, 239
promedio, 276
y nivel de produccion, 325
y publicidad, 74, 138, 146, 258, 324

Valor(es)

critico, 117
limite, 12, 137-138

de un ingreso continuo, 234-235
promedio de una

funcién, 240-243

inversion, 242, 276

Variable(s), 118-119, 280-284

aleatoria, 264, 269
continua, 265
media, 269



valor esperado, 269
deintegracion, 182
dependiente, 160, 280
independiente, 26, 69, 160-161, 165,

280

Velocidad(es)
instantanea, 10-12
promedio, 7-8, 10-11, 243
y distancia, 188, 207
Venta(s),
de gasolina, 2
crecimiento de las, 324
tiempo 6ptimo de, 129

volumen de, 273, 280, 288, 325

y publicidad, 79, 287, 319, 325
Vértice, 286
Viviendas nuevas, 71
Volumen(es)

de ventas, 273, 280, 288

y comisiones, 325
maximo, 129

V4
Zoologia, 262-263, 297, 329

INDICE

359



ALCOLD ...

A LA ADMIMISTRACISH ¥ A LA ECOMOMER

Esta prestigiosa obra conserva y refuerza la orientacion de
las aplicaciones a la administracién y la economia, sin descui-
dar aplicaciones generales a otras dreas, como ciencias
sociales, biolégicas y fisicas, con el propodsito de que sea una
herramienta Util para una amplia gama de estudiantes.

Cdlculo aplicado presenta caracteristicas importantes como:

e Lecturas de inicio de capitulo, en las cuales se presentan
casos prdcticos probados en el salon de clases.

* En todos los capitulos se presenta la solucion del caso al
término del capitulo y se concluye con algunas preguntas,
cuya finalidad es estimular el intercambio de ideas entre

profesores y alumnos, asi como conducir a un andlisis mds

profundo del tema.

* Problemas de repaso del capitul
los problemas impar, que se inclu

* En varios ejercicios de la seccion |
capitulo se presentan conceptosn
amplia lo expuesto en el texto.

Para los profesores estd dispc
incluyela solucién a todos los pro o
sitio Web: www. pearsoneduqcuon net ary

ISBN: 978-958-699-207-7

9"78

PRENTICEHALL Visitenos en 958699207 7>

ALWAYS LEARNING PEARSON



	Cálculo Aplicado a la Administración y a la Economía 

	Contenido 

	Capítulo 1 La derivada
	Capítulo 2 Cálculo de derivadas

	Capítulo 3 Optimización y bosquejo de curvas

	Capítulo 4 Más sobre derivadas

	Capítulo 5 Integración

	Capítulo 6 La integral definida

	Capítulo 7 Funciones de varias variables

	Apéndices

	Soluciones a problemas con número impar
	Indice



