UNIDAD
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Solucidn de ecuaciones
diferenciales ordinarias
de primer orden

I OBJETIVOS

o Conocer los diferentes métodos para la solucién de ecuaciones diferenciales de primer
orden.
o Modelar diferentes fendmenos para dar una solucién.

I ;QUE SABES?

o ;Cudl es la forma de variables separables de una ecuacién diferencial?

o ;Cuantos métodos de solucién para resolver una ecuacion diferencial de primer
orden hay?

o ;Cudles son las funciones homogéneas?

o ;Conoces la ecuacién de Riccati?




Solucién de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden

2.1 Variables separables

Una ecuacién diferencial de la forma y’ = f(x, y), adopta la forma de variables separables si se puede
escribir como:

Para resolver esta ecuacién diferencial, primero se separa en la forma g(x)dx = h(y)dy y luego se in-
tegra.

Problema resuelto \

Encontrar la solucion general de la ecuacién diferencial: y' = 4x — 6.

Solucién

1. Separamos las variables:

ﬂ=4x—6=>dy=(4x—6)dx
dx

2
Alerta J-dyzJ.(4x—6)dx=>y=4x7—6x+c=2x2—6x+c

En este punto, usamos la

férmula de integracion: 3. Asi, la solucién general es: y = 2x* - 6x + c.
Xl 4. Comprobacién de la solucion:
J’x” o =
n+1

o Derivamos y:

d}’_i a_ _ _
cIX-C,X(zx bx+c)=4x—-6

O Asi, obtenemos la ecuacién diferencial original.

Problema resuelto \

9x% -6

2

Encontrar la solucién general de la ecuacién diferencial: y’ =

Solucién

- - 6
Esta ecuacion se puede escribir como: y' =9 - —
X

X

1. Separamos las variables:

ﬂ:‘?—izdy:[‘?—i)dx

Alerta

6
_ 2. Int oy =flo-= ]
En este caso, también e [ ( x2] .

utilizamos la formula de

integracion: -2+1
¢ j 9—i dx=j9dx—fidx=9x—6x =9x + 6x7"
0+l x? X2 +1
J’x” ax =

n+1
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3. Entonces:

y=9x+6x’1+c=9x+é+C
X

4. Lasolucién general es: y = 9x + & €
X

5. Comprobacién de la solucién:
o Derivamos a y:

dy d 6 6 9x?2-6
G _ Y gyn® —9_° _
dx dx( X+X+CJ x? X

o Obtenemos la ecuacién diferencial.

Problema resuelto "\

Encontrar la solucién particular correspondiente a las condiciones iniciales dadas de la ecuacion dife-
rencial: y' = e* — 5 sen x, con la condicion inicial y=(0) = 5.

Solucién

1. Separamos las variables:

d_
dx

2. Integramos:
Idy = I(e“x —5sen x)dx
Alerta

Idy = Ie4xdx—5 '[senxdx

e —5sen x = dy = (e** — 5 sen x)dx

Para este caso, usamos las
formulas de integracion
y = %eu +5cosx+C siguientes:

Isen Xax = ¢os X
3. Lasolucién general es:

ax _lax
J’e dx—ae

y=%e4x+5003x+C

4. Para obtener la solucién particular, aplicamos la condicién inicial y(0) = 5:

1+2O+C=%+C

y(0)=%e“(°’+5cos(0)+C=%+5+C=

e sogapal 2 A
4 4 4 4

- . 1 1
5. La solucién particular es, entonces: y = Ze“x +5cosx — 7

6. Comprobacion de la solucién:

o Derivamos a y:

dy_df1
dx  dxl4

1
e4x+5cosx—z = e* —5sen x




|i| Alerta

Hasta aqui hemos usado
las formulas de integracion:

J’sec? xdx = tanx

ax _l ax
J'e dx—ae

Solucién de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden

Problema resuelto "\

Encontrar la solucién particular correspondiente a las condiciones iniciales dadas de la ecuacién dife-

rencial: y' = e* cos? y, con la condicion inicial y(0) = "

Solucién

1. Separamos las variables:

CI—y=excoszy=> oy

o -— = e*dx = sec? ydy = e*dx
ix cos? y

2. Integramos:

Jsecz ydy = je* dx
tany = e*+C

3. La solucién general es:
tany = e*+C

4. Para obtener la solucién particular, aplicamos la condicion inicial y(0) = ac

tan%ze°+C:>1:1+C:>C=O

5. La solucién particular es: tan y = e~
6. Comprobacién de la solucién.

o Derivamos la Gltima expresion:

d d e~
seczy—yzexz—yz -— = e*cos’ x
dx dx sec?x

2.2 Ecuacién de la forma d_y = f(ax + by)

dx

Cuando se tiene una ecuacién de la forma j—y = f(ax + by):
Ix

m Se realiza el cambio de variable z= ax + by.

o La funcién y(x) se cambia por z(x); este cambio de variable transforma la ecuacién en una ecua-
cion de variables separables.

Problema resuelto \

Encontrar la solucidon general de la ecuacion diferencial: y' = 3x + 5y.

Solucién

1. Hacemos el cambio de variable z= 3x + 5y; entonces:

dz dy dy 1dz 3
—=3+5—"= ==
dx i dx - dx 5dx 5




Por tanto, la ecuacién diferencial sera:

les 9
Scdx 5
2. Separamos las variables:
% _ Sz4d= dz__ dx
dx Sz 43
3. Integramos:
dz
= |d
5z+3 J o

%ln(52+3):x+C:>|n(52+3)=5x+5C

ehn(5243) = g5x+5C — AgSx (A = @5€)
= 5z+3 = Ae¥
4. Lla solucion zes:
A 3
z="—e*-=
5 5

5. Regresamos a la variable y.

Puesto que: z=3x+ 5y,

A 3 3 3
3x+5y = — Sx _ = = Sx _ Ty —
X + 5y 5e S:y ce 5x 25

6. Comprobacion de la solucién:
o Derivamos y con respecto a x:
3
y' =5¢ce’* — =
5

O De y despejamos a ¢;:

3 3
C, = yeX + = xe™X + —e™>*
1= Y 25

5 25

=y = S(ye‘Sx +§xe‘SX +ie‘5xje5x —g =5y +3x+§—§ = y' =5y +3x

Grupo Editorial Patria®

W

En este caso, usamos la
formula de integracion:

I%: Inu

Problema resuelto "\
Encontrar la solucién general de la ecuacién diferencial: y' = y=x+8
y—x+1
1. Hacemos el cambio de la variable z=y — x:
dz dy dy dz
—===l==t==4+1
dx  dx dx  dx
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Entonces, la ecuacién diferencial sera:

£+1_z+8

dx S 2

=

£_z+8_ _z+8-z-1 7
dx  z+1 - z+1 T z+1

Esta ecuacion ya es de variables separables:

(z+ 1)dz=7dx

2. Integramos:

|i| Alerta j(z+1)dz=J7dx

En este caso, usamos la 22
formula de integracion: o ES 7x+C
n+l
J'x” dx = )
n+1 3. Regresamos a la variable y.

Puesto que z=y—X, entonces:

(y-x)

2

+y—-x=7x+C

(y—x)2+2(y—x)=’l4x+2C

y2—2yx+x2+2y —2x—14x = 2C

4. Por tanto, la solucién implicita de la ecuacion es:

Y= 2yx+ X2+ 2y —16x=A

5. Comprobacién de la solucion:
o Derivamos la solucion:
2yy' =2y —2xy' +2x+2y' —16=0

O Despejamos a y':
2yy' = 2xy' +2y' =2y —2x + 16
y'(2y—2x+2) = 2(y—x+8)

2(y—x+8)_y—x+8
2(y—x+'|) B y—x+1

!

6. Obtenemos la ecuacién diferencial.

2.3 Ecuaciones diferenciales homogéneas

I Funciones homogéneas

Las funciones homogéneas son aquellas en las que todos los términos son del mismo grado.






