Esto proporciona un método mecani-
co para encontrar derivadas parciales.

Procedimiento para encontrar fx(x,y) y fy(x,y)

Para encontrar f, trate a y como constante y diferencie f con respecto a x de la ma-
nera usual.

Para encontrar fy ,trate a x como constante y diferencie f con respecto a y de la
manera usual.

EJEMPLO 1 Obtencion de derivadas parciales
Si f(x,y) = xy* + x?y, encuentre f (x, y) yfy(x, y). Encuentre también, f (3, 4) yfy(3, 4).

Solucién: Para encontrar f (x, ), se trata a y como una constante y se diferencia a f con
respecto a x:

fy) = ()y? + (2x)y = y? + 2xy
Para encontrar fy (x, y), se trata a x como una constante y se diferencia con respecto
ay:

fxy) = x(2y) + x*(1) = 2xy + x?

Observe que f (x,y) y 1, (x, y) son cada una funciones de las dos variables x y y. Para
encontrar f (3,4),se evaltia f (x,y) cuandox =3y y = 4

[.(3,4) =4 +2(3)(4) = 40
De manera similar,

f,3.4) =2(3)(4) +3°=33
AHORA RESUELVA EL PROBLEMA 1 @@

En la tabla 17.2 se proporcionan las notaciones para las derivadas parciales de z =
f(x,y). En la tabla 17.3 se dan las notaciones para las derivadas parciales evaluadas en
(a, b). Observe que el simbolo d (no d) se usa para denotar una derivada parcial. El
simbolo dz/dx se lee “derivada parcial de z con respecto a x”.

TABLA 17.3
Derivada parcial de f Derivada parcial de f
TABLA 17.2 (0 z) con respecto a x. (0 z) con respecto a y.
Evaluad ,b Evaluad ,b
Derivada parcial de f Derivada parcial de f valuada en (a, b) valuada en (a, b)
(0 z) con respecto a x (0 z) con respecto a y fu(a, b) f(a.b)
fx(x’ y) fy(xv y) az az
d d ax b @ b
—(f(x, 7)) = (f(x, ) (o) o)
o & 0z 9z
E % a x=a @ x=a
dx ay y=b y=b



Problemas 1

En los problemas 1 a 7, se da una funcion de dos o mds variables. Encuentre la derivada parcial de la
funcion con respecto a cada una de las variables.

“lof(xy) =4x2+3y? =7 2. g(x,y) = 3x*y +2xy? = Sxy +8x — 9y

3. f(x,y)=2y+1 4. f(x,y)=In2
5. g(w,z) =vVu? + 2
6. 7= 7. z=">5xIn(x*+y)

Aplicaciones de las derivadas parciales

9z . . . ..
e es la razén de cambio de z con respecto a x cuando y se mantiene fija.
X

9z . . . ..
o es la razén de cambio de z con respecto a y cuando x se mantiene fija.
y

EJEMPLO 1 Costos marginales

Una compaiiia fabrica dos tipos de esquis, los modelos Ligero y Alpino. Suponga que la
funcién de costos conjuntos de producir x pares del modelo Ligero y y pares del modelo
Alpino por semana es

¢ = f(x,y) = 0.07x> + 75x + 85y + 6000

donde c se expresa en dolares. Determine los costos marginales de dcldx y dc/dy cuando
x =100 y y = 50, e interprete los resultados.

Solucion: Los costos marginales son

J
9 _o1dx+75 y 2 =gs
0x ay

Asi,
dc
— = 0.14(100) + 75 = 89 (€))
9X | (100,50)
y
d
% =85 )
9Y | 100,50)

La ecuacién (1) implica que al aumentar la produccién del modelo Ligero de 100 a
101, mientras se mantiene en 50 la produccién del modelo Alpino, aumentan los cos-
tos aproximadamente en $89. La ecuacién (2) implica que al aumentar la produccién
del modelo Alpino de 50 a 51, mientras se mantiene en 100 la produccién del modelo
Ligero, aumentan los costos aproximadamente en $85. De hecho, como dc/dy es una
funcién constante, el costo marginal con respecto a y es de $85 en todos los niveles de
produccién.



Problemas 2

Para las funciones de costos conjuntos de los problemas 1 a 3, encuentre el costo marginal indicado
al nivel de produccion dado.

J
“1. ¢ =Tx +0.3y2 + 2y + 900; a—;,x =20,y =30

J
2. ¢ = x\ /X Fy +5000; i,x:40,y:60

3. ¢ =0.03(x + y)> — 0.6(x + y)* + 9.5(x + y) + 7700;
E)
€ x =50,y =80
dx

11. Granjalechera Una estimacion de la funcién de produccion
para las granjas lecheras en Iowa (1939) estd dado por®

P= A0‘27BO'01 CO.OI D0.23 E().09F0.27

donde P es la produccion, A el terreno, B el trabajo, C son
mejoras, D activos liquidos, E activos de trabajo y F gastos de
operacion en efectivo. Encuentre las productividades margina-
les para el trabajo y las mejoras.

12. Funcion de produccion Suponga que una funcién de produc-
ki

2k + 30
(a) Determine las funciones de productividad marginal.

cién estd dada por p =

(b) Demuestre que cuando k = /,1a suma de las productivida-
des marginales es 1/5.

*13. Compensacion a MAE En un estudio sobre el éxito alcan-
zado por jévenes graduados con maestria en administracién
de empresas (MAE), se estimé que para gerentes (contadores,
analistas, etcétera) la compensacion anual actual (en ddlares)
estaba dada por

z = 43,960 + 4480x + 3492y

donde x y y son el nimero de afios de experiencia en el trabajo
antes y después de recibir su titulo de MAE, respectivamen-
te.!? Encuentre 9z/dx e interprete su resultado.



Diferenciacion parcial implicita

Una ecuacién en x, y y z no necesariamente define a z como funcién de x y y. Por ejem-
plo, en la ecuacioén

zz_x2_y2:O (1)

Para encontrar 9z /dx de
ZZ _ X2 _ y2 =0

primero se diferencian ambos lados de la ecuacion (2) con respecto a x y se trata a z
como funcién de x y y,y a y como constante:
9 2 _2_ 2 9
(A2 =0
P y) =50
) 9 2 )
— (&) —&) - — =0
() () ()
)
2.5 2 —0=0
ax

Al despejar dz /dx, se obtiene

0z
27— =2x

ax

z _x

Jx Z

Para encontrar 9z /dy se diferencian ambos lados de la ecuacion (2) con respecto a y, se
trata a z como funcién de x y y, y se mantiene a x como una constante:

0 5 2 o _ 0
ay(z y9) ay()
9.
225 —0-2y=0 <fl—o>
ay
0z
27— =2
Zay y
Por consiguiente,
o oz _y
ay Z

El método que se usa para encontrar dz/dx y dz/dy se llama diferenciacion parcial im-
plicita.

Problemas 3
En los problemas 1 a 5, encuentre las derivadas parciales indicadas por el método de
diferenciacion parcial implicita.
#1. 20% +3y? +522 =900; az/ox
2. 2 -5x2+y*=0;, dz/ox
3. x2 -2y — 22 +x%yz2 =20; az/ox
4. e* +e¥ +et=10; dz/dy
S.Inx +Iny —Inz=¢"; dz/ox



Derivadas parciales de orden superior

Si z = f(x, y), entonces no sélo z es una funcién de x y y, también lo son f, y fy . Por lo
que es posible diferenciar f y fy , para obtener derivadas parciales de segundo orden de
f- En forma simbdlica,

f significa (f) [, , significa (f, )y
[, significa (fy ). f,, significa (fy )y

En términos de la notacion 0,

Pz . .4 [0z Pz o9 [z
— significa— [ — significa — | —
dx2 ax \ ox dy dx dy \ ox

Pz . .9 [az Pz . .. 9 [oz
significa — [ — — significa— | —
dx oy dx \ dy ay? dy \dy

Encuentre las cuatro derivadas parciales de segundo orden de f(x, y) = x*y + x*y%.

Solucion: Como

f(x,y) = 2xy + 2xy?
se tiene

0
focle, y) = —Qxy + 2xy?) =2y +2y°
X

Jd
folx,y) = @(ny + 2xy2) =2x +4xy

También, como

fx,y) = 2% + 2x%
se tiene

ad
fyy(x, y) = @(xz +2x7y) =227

d
fux(x,y) = Py (x* + 2x2y) =2x +4xy
x

Problemas 4

En los problemas 1 al 6, encuentre las derivadas parciales indicadas.

o f(x,y) =6xy% fulx, ), foy(x, y)s fralx, y)
2. f(x,y) =20y2 +6x2y° =3xy;  fe(x, y), fux(x, )
3. f(x,y) = 7x? + 3y; 0 (), fry(x, ), fyyx(x, )
4 f(x,y) =92 £ 9)s e, ¥)s frap(x, y)
5. f(xy) =In(x® +y2) +2 felx,y), fux(x, ), fry(x, y)

6. f(x’ y’ Z) = X2y3Z4; fx(—x’ y’ Z)’ fXZ(x’ yv Z)’ fZX(x7 y7 Z)

En los problemas, encuentre el valor indicado.
11. Sif(x,y,z) = 7,encuentre f, (4,3, =2).

yxx

12. Sif(x,y,z) = 2°(3x* — 4xy*), encuentre f, (1,2,3).

13. Sif(l, k) = 3PkS — 2Pk7, encuentre f,, (2, 1).
14. Sif(x,y) = 3x°y* + xy — x’y* encuentre f,_ (5,1) y f,, (5, 1).





